CAPÍTULO VII 


SERIES DE FOURIER. 
INTEGRAL DE FOURIER 


$ 55. SERIES TRIGONOMÉTRICAS DE FOURIER 


55.1. DEFINICIÓN DE LA SERIE DE FOURIER. 
PLANTEAMIENTO DE LOS PROBLEMAS FUNDAMENTALES 


Definición 1. La serie de la forma 


2 + y a, cosnx + b, sennx, (55.1) 


n=] 


donde (a,), (b,) son sucesiones de números reales, se denomina serie trigonométrica. 


Sus sumas parciales son combinaciones lineales de las funciones que componen 
el sistema 


1) cos x, sen x, cos 2x , sen 2x, ... ,cosnx,sennx, ... . (55.2) 


Definición 2. El conjunto de las funciones (55.2) se llama sistema trigonométri- 
cp. 
Lema 1. El sistema trigonométrico (55.2) posee las siguientes propiedades : 
1) Una integral, extendida al segmento [— x, ąz}, del producto de dos funciones 
distintas que integran el sistema es nula (esta propiedad lleva el nombre de 
ortogonalidad *? del sistema (55.2)), es decir, 


T 
| cosnx cosmxdx = 0, n +m, 
-r 

T 


| sennx sen mxdx = 0, n+m, (55.3) 


T 


f cosnxsenmxdx = 0, m,n=0,1,2,...; 


2) f cos? nxdx = l sen?nxdx ==", n= y n (55.4) 


T =T 


*) El origen del término ““ortogonalidad” se explicará en el p. 58.1. 
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DEMOSTRACIÓN. Para cualesquiera m, n enteros y no negativos, siendo m +», 
tenemos 


T 


| senn sen mxdx => | teose — mx — cos(n + mheldx = 


-T 


_sen(n — mx |" _ sen(n + m)x > zO 
2(n —- m) |_, 24n + m) |_, 
De modo análogo se demuestran también las otras dos igualdades (55.3). 
Demostremos ahora (55.4): 
1 
| cos?nrar = A fa + cos2nx)dx = T, 
| senznzas => fa — cos 2nx)dx = zr. O 
Teorema 1. Sea œ 
10=2+ y a, cosnx + b, sen nx (55.5) 


n=1 


y supongamos que la serie en el segundo miembro de esta igualdad converge unifor- 
memente en el segmento [— r, 7]. Entonces 


T 


A [roa 
FR 
a, -1 | si0cosma, b; Sa | seosennxar, n=1,2,.... (55.6) 
T T 


DEMOSTRACIÓN. Por cuanto la serie, que figura en el segundo miembro de la 
igualdad (55.5), converge uniformemente en el segmento [— r, x], mientras que to- 
dos sus términos representan funciones continuas en dicho segmento, entonces la 
suma f(x) de la serie es continua en el segmento [— r, x] y la propia serie puede ser 


- integrada término a término (véase el p. 36.4) entre los límites de — rar: 


[rea = |E- A a, cosnx + b, senno Ja = 


-x -T n= 
T ao 


= ofaa y an | cosnxar + bn | senna = Tag- 


-r n=1 


De aquí proviene la primera de las fórmulas (55.6). 


348 8 55. Series trigonométricas de Fourier 


Si la serie (55.5) se multiplica, término a término, por cosnx y sennx(n = 1 


2, ... ), las series obtenidas serán también uniformemente convergentes en el seg- 


mento [— ~r, r} (véase la propiedad 2° en el p. 36.3). 


Integrando término a término estas series y utilizando la propiedad de ortogona- 


lidad (55.3) del sistema trigonométrico y las igualdades (55.4), tendremos 
f Fx)cosnxdx = | a, cos?nxdx = Ta, 


F T 


| Sc) sen nxdx = f ba sen?nxdx = ab 


— 7 -r 


n* 


De las correlaciones obtenidas se infiere directamente la fórmula (55.6). U 

Hemos de notar ahora que las integrales (55.6) tienen sentido no sólo para las 
funciones continuas en el segmento [— r, 7], sino también, por ejemplo, para fun- 
ciones, la integral de las cuales converge absolutamente en este segmento. 

Recordemos que el concepto de integral absolutamente convergente (como tam- 
bién el de integral simplemente convergente) se ha introducido sólo para las fun- 
ciones definidas en cierto intervalo (a, b), - œ <a < b< + œ, que tienen tal 
número finito de puntos x;, į =0,1,2,...,k,4a< x < Xi < ... < Xg S b, que 
la función f es integrable según Riemann en cualquier segmento [E;, n;], donde 
X¡-1 < $; < n¡<x;. En este caso, si a = — oo, entonces X= -— œ, y si 
b = + œ, entonces x, = + œ. Los números Xq, X}, ... , Xą se denominan puntos 


singulares de la función f. A 


Si, asumidas estas suposiciones, la integral l |f(x)ldx converge, siempre tiene 
b 


a 
sentido y converge también la integral f fœ)dx (véase el p. 33.5). 

Las funciones se llaman absolutamente integrables en un segmento, si la integral 
del valor absoluto de dichas funciones converge en el mismo segmento. 

Observemos que si una función es integrable según Riemann en cierto segmento, 
su valor absoluto es también integrable según Riemann en el mismo (véase el 
p. 28.1) y, por consiguiente, una función integrable según Riemann en un segmento 
es absolutamente integrable en él. 

Si la integral de la función f converge absolutamente en el segmento [— z, r], 
todas las integrales (55.6) para dicha función son también convergentes, puesto que 
representan en sí las integrales del producto de la función absolutamente integrable 
F(x) por una función acotada (seno o coseno) y, de acuerdo con el lema 2 en el 
p. 33.5, tales integrales son absolutamente convergentes. 

Definición 3. Supongamos que la función f(x) es absolutamente integrable en el 
segmento [— x, r}. La serie trigonométrica (55.1), cuyos coeficientes se determinan 
por la fórmula (55.6), se denomina serie de Fourier Y o, en forma más detallada , se- 
rie trigonométrica de Fourier, mientras que los números a,, y b, se llaman coeficien- 
tes de Fourier de la función f. 


*) J. B. Fourier (1768—1830), físico y matemático francés. 
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En este caso se escribe 


Fx) - > + yA a, cosnx + b, sennx. 
n=1 
Las sumas parciales de orden n de esta serie se designarán mediante Sy, J) o, de 
forma más breve, S,, (x). Subrayemos que aquí el signo — no es una igualdad asintó- 
tica, sino simplemente una correspondencia: a una función se le asigna su serie de 


Fourier. i o. 
El teorema 1 puede parafrasearse en términos mencionados del modo siguiente. 


Toda serie trigonométrica uniformemente convergente es la serie de Fourier de 
su suma. 
Ejercicios. 1. Supongamos que la función f es absolutamente integrable en el segmento 
[- x, 7] y sea > z 
f0->3+ a, cos nx + b, sennx. 
n=1 
En este caso, si la función f es par, se tiene b, = 0,n = 1,2,...., si, en cambio, f es una 


función impar, entonces a, = 0,n =0,1,2,.... 
2. ¿Será la serie trigonométrica 


una serie de Fourier? 


En este párrafo se estudiarán las funciones periódicas, es decir, tales funciones 
f, para cada una de las cuales existe un T > Otal que, cualquiera que sea x pertene- 
ciente al dominio de definición de la función f, los valores x + T yx — T pertene- 
cen también a este campo y se verifica la igualdad 


ÍA + T) = f0). 
Las funciones de este género se llaman T-periódicas. 


Ejercicio 3. Muéstrese que la función f que es igual a cero en todo punto racional y a uno 


en todos los puntos irracionales, tiene como su período cualquier número racional y ninguno 
de los números irracionales puede ser su período. 

Sea f absolutamente integrable en el segmento [— r, rr] y, por consiguiente, se le 
puede asignar una serie de Fourier. Si la serie citada converge en cierto conjunto, 
converge hacia una función 2-periódica, puesto que todos sus términos son 
2r-periódicos. Resulta pues cómodo que la propia función f sea “*prolongada pe- 
riódicamente”” con el periodo de 27. Las comillas se deben a que en la realidad la 
función f puede ser prolongada periódicamente sólo en el caso en que f(— r) = 
= f(r). , i 

Si esta condición no se cumple, llamaremos prolongación de la Junción f una 
función 2r-periódica f que se obtendrá bajo el supuesto de que para cualquier pun- 
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to xe [- T, 1) en el que queda definida la función f (recordemos que en virtud de 
la integrabilidad absoluta de la función f en el segmento [— x, 7] ésta queda defini- 
da en todos los puntos del segmento, a excepción, quizás, de su conjunto finito); te- 
nemos 


FX + 2rk) = f(k), k=0x1%<2... 


Para el caso cuando f(— r) + f(r), tal prolongación conduce a que los valores 
de las funciones fyf, parax = r, no coinciden. No obstante, por cuanto los coefi- 
cientes de Fourier de la función se determinan con ayuda de las integrales (55.6), es- 
to no llevará a su cambio y, por lo tanto, las series de Fourier de la función dada fy 
de la prolongada f coinciden. 

Diremos que en la mencionada prolongación periódica la función f puede no ser 
continua en los puntos 2rk, k = 0, + 1, + 2, ... , si la función f es continua para 
X= TYX=H. La función prolongada f será continua en los puntos 2xk, si f es 
continua enx = — x yx = r, con la particularidad de que f(— r) = f(x). La 
oa en otros puntos se conserva cuando tiene lugar la prolongación periódi- 
ca: si f es continua en el punto xe (— ~, r), f será continua en cualqui 

x + 2kr,k = 0, + 1, + 2,.... ES 

La función prolongada f se denotará con frecuencia mediante el mismo símbolo 

J que caracteriza la función prolongable. 

Si la función S es 2r-periódica, al calcular sus coeficientes de Fourier (véase 

(55.6)), la integración puede realizarse en cualquier segmento de longitud 2r, por 
ejemplo, en el segmento [0, 21]: 


1 
ao T [s604s, 
0 


2r 2r 
1 1 
an Fa [160 cosnmxdx, b, = [160 sen nxdx. 
0 0 


Efectivamente, si una función y tiene período igual a T y para cierto número 
a €R es integrable sobre el segmento [a, a + T], entonces, cualquiera que sea 


be R, será integrable también en el segmento [b, b + T], con la particularidad de 
que 


b+T a+ T 
| pæd = | pdx, 
b a 


a+T 
es decir, la integral | e (x)dx no depende de cómo se elige el número a e R. Esta 
a 

propiedad de las funciones periódicas se demuestra fácilmente por cambio de va- 

o de integración y recomendamos que el mismo lector lleve a cabo la demostra- 
ción. 

En el $ 58 generalizaremos el concepto de serie trigonométrica de Fourier, a sa- 

ber, definiremos y estudiaremos las series de Fourier referidas a un sistema ortogo- 

nal arbitrario de funciones. Ahora, en el párrafo presente, sólo se estudiarán las se- 
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ries trigonométricas de Fourier de las funciones absolutamente integrables (véase 
también el p. 58.6). 

Ante todo se estudiará la cuestión sobre las condiciones que garantizan la con- 
vergencia de la serie de Fourier. En el caso de que la serie de Fourier de una función 
dada f(x) converja bajo ciertas condiciones, se aclarará a qué es igual su suma Sœ) 
y, en particular, cuando coincide con la función f(x). Se estudiará la “velocidad” 
de convergencia de las series de Fourier y las condiciones de que ésta depende. Se 
mostrará que incluso en el caso cuando la serie de Fourier de una función continua 
diverge en ciertos puntos (ejemplos de tales series existen), a base de la serie puede 
restablecerse la propia función en todos los puntos. Veremos, en fin, que desde cier- 
to punto de vista resulta natural considerar la convergencia de las series de Fourier 
no sólo en el sentido habitual (como convergencia de una sucesión de las sumas par- 
ciales en un punto o convergencia uniforme), sino de manera sumamente diferente, 
a saber, en el sentido de la media cuadrática (véanse los pp. 55.8 y 55.9). 


55.2. COEFICIENTES DE FOURIER QUE TIENDEN A CERO 


Es de gran importancia en la teoría de las series trigonométricas el hecho de que 
los coeficientes de Fourier de una función absolutamente integrable tienden hacia 
cero cuando n — oo. Se deduce el hecho de una afirmación algo más general que se 
demuestra abajo y se emplea frecuentemente en las investigaciones concernientes a 
las series de Fourier y los problemas contiguos. 

Teorema 2 (de Riemann). Si la función f es absolutamente integrable en el inter- 
valo (a,'b), sea éste finito o infinito , entonces 

b b 
lím | £00) cos vxdx = lím f f(x) sen vxdx = 0. 
y— 00 y — œ 

a a 


Corolario. Los coeficientes de Fourier (55.6) de una función absolutamente in- 
tegrable en el segmento [— x, r] tienden hacia cero cuando n — œ. 

Antes de demostrar estas afirmaciones, introduzcamos algunas nociones que en 
adelante serán de empleo frecuente. 

Definición 4. Para cualquier función f, definida en todo el eje numérico , la 
clausura de un conjunto de puntos en los cuales f(x) + 0 lleva el nombre de porta- 
dor de la función y se designa supp f”. 

Definición 5. Una función f , definida en todo el eje numérico , se denomina fini- 
ta, siempre que su portador está contenido en cierto segmento finito. 

- Definición 6. Para todo conjunto X dispuesto en una recta numérica , la función 


l, si xeX, 


xQ) = xxx) = (o si xeéX, 


recibe el nombre de función característica del conjunto X. 


*) Proviene de la palabra latina supportus. 
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Fig. 230 


l a. la fig. 230 se expone la función característica de un semiintervalo del tipo 
a, b). 

Definición 7. Una función f, definida en todo el eje numérico, se llama escalo- 
nada finita, siempre que es combinación lineal de un número finito de funciones 
características de los semiintervalos disjuntos dos a dos la,, b;), i = 1,2, ... , m,es 
decir, si puede ser representada en la forma 


f0)= Y Nx) (55.7) 


i=l 


(fig. 231), donde x¡(«) es la función característica del intervalo la;, D)y Nis 
i= 1,... , m,son ciertos números reales. 

No es dificil convencerse de que si no se requiere que los semiintervalos la;, b;), 
i = 1,2,... ,m, sean disjuntos dos a dos, se obtendrá una definición equivalente. 
Esto se deduce de que la intersección de un número finito de los semiintervalos aco- 
tados en consideración es también un semiintervalo del mismo tipo. 

Evidentemente, toda función de la forma (55.7) es finita. 

Una función escalonada finita f es integrable en todo el eje numérico y, además, 
si está dada por la fórmula (55.7), entonces 


+œ m +œ m bi m 
400: = 2 A | xsonas = 2 N | de= Y NO; - a). 


äi i=l 


Ejercicio 4. Demuéstrese que cualquier función continua en un segmento es el limite de 


una sucesión uniformemente convergente de las funciones escalonadas finitas cuyos portado- 
res pertenecen al mismo segmento. 


Fig. 231 
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Lema 2. Para cualquier función f , absolutamente integrable en un intervalo fini- 
to o infinito de extremosa y b, — œ < a < b < + œ, existe una sucesión de ta- 
les funciones escalonadas finitas p,, n = 1, 2, ... , que 


1°) supp p, C (a, b), 
b 


2°) lim | 140) — en Qr)ldx = 0. 


a 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función f es absolutamente integrable en un 
intervalo cuyos extremos son a y b. Admitamos, para concretar, que es integrable en 
cualquier segmento 


lin, —- o <a<i<n<b<+0o 


(el caso general de una función absolutamente integrable, véase el p. 55.1, se reduce 
con facilidad al caso que se considera). Entonces, de acuerdo con la definición de 
integral impropia, para cualquier número fijo e > O existen tales números ¿ y y que 


b 


£ 
E 
[roar + | vootás a (55.8) 
La función f es integrable según Riemann en el segmento [£, n] y, por consi- 
guiente, si designamos con s, la suma inferior de Darboux de la función f, corres- 


pondiente a cierta partición 7 del segmento [£, n], tendremos 
n 


Po Mi | Fodax, 
donde ô, es la finura de la partición 7. Por ello, existe una partición Tọ = (x; iZ del 


segmento [¢, y] tal que si Sy €s la suma inferior de Darboux para la función f, 
correspondiente a la partición 7o, es decir, si 


k 
= : : . = inf , 
70 Mi ME a 10) 
i=1 
Ax; = Xi X;¡—1> L= 1, 2, pk; 
entonces n 
€ 
0< [ode = 5. <= 
£ 
donde e es el número fijado anteriormente. 
Pongamos 
œ) mi, si Xj- X< Xj i= Libia UE 
P= lo six<tóx>nx (55.9) 


09 CAC 
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III 3 eres trigonométricas de Fourier 


Evidentemente, p(x) es la función escalonada finita, 


n k 
suppe C l$, n] C (a,b) y |pœdx= Y max,=s,. 
¿ i=l 


Por consiguiente, 


n 7 7 
| [r a ec las = [reas - [ecos E (55.10) 
£ £ E 
con la particularidad de que por cuanto p(x) < fœ), E < x < y, entonces 
Sœ) — ple) = 1f(x) — pœ) > o0. 

De las desigualdades (55.8) y (55.10) tenemos: 

b t 5 b 

| Vœ) — elo)ldx = | Ls) ldx + | F) — poclax + | Ifœ)ldx < e. 

a a ¿ n 


: , 1 j n 
Suponiendo, por ejemplo, € = — y denotando las correspondientes funciones es- 
n 


calonadas finitas p mediante p,,, n = 1, 2, ... , obtendremos una sucesión de fun- 
ciones escalonadas finitas n,» Para la cual se cumple la afirmación del lema. O 
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Sea x (x) la función característica del semiinterva- 
lo [£, n). Para todo intervalo (a, b) > [£, y] tendremos 
b 


n 
lim | x(x) senvxdx = lím | senvxdx = lim 
paS po > Pon y 


cos» — cos vn 0 
— == 3 


pues 


— IcosvEl + Icosvyl 2 
cos» — cosyn g ¿ ml 


$ ————————— $ — ->0, r~o, 
y y 


y 


Por cuanto cualquier función escalonada finita es una combinación lineal de un 
número finito de funciones características de los semiintervalos del tipo considera- 


do, la afirmación del teorema queda válida también para toda función escalonada 
finita. 

Ahora, si la función f es absolutamente integrable sobre el intervalo de extremos 
ayb,- o <a<bs + o, para cualquier número £ > 0, con arreglo al lema, 
existe una función escalonada finita y tal que 

b 


[ve — g(x)ldx <2 : 


a 
Para esta función escalonada (por cuanto para las funciones escalonadas el teorema 
ya ha sido demostrado) existe tal »¿ que con ly! > », 

b 


| | ex) sen vxdx 


a 


E 
$, 
2 
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Por ello, al hacer uso de la identidad f(x) = [(£0c) — e(x)] + (x), para lvl > v, 
obtendremos 
b 


| 100senvxde | < 


a 


b 
f Fœ) - 00:)]senvxal| + 


dx + 


b 
+ < | |œ- eto) 


b 
f e(x)senvxdx 
a 


€ 


E 
x 2 


5 € 
| e (x)senvxdx Ea + 
b 


Esto es indicio de que lím | f(c)senvxdx = 0. 
a 


De modo análogo se demuestra que 
b 


lím f fx)cosvxdx = 0. O 


y—00 
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Sea la función f(x) absolutamente integrable en el segmento [- x, rl. Hallemos 
una expresión, cómoda para investigar, de la suma parcial S, (x; f) de la serie de 
Fourier de la función f, llamada también simplemente suma de Fourier de n-ésimo 
orden,i = 0, 1,2, ... , de dicha función . Al sustituir en S, (x; f) la expresión para 
los coeficientes de Fourier (55.6), obtendremos 


n 


SN = > + y a, coskx + b, senkx = 
k=1 


n 


zd | fiat + y a | fítMcosktcoskx + senktsenkx) dt = 
21 T 


k=1 
n 


ES [so E + y cos k( - » Ja (55.11) 
T 2 


Ed k=1 


Pongamos n 
D, ®©) => + y coskt, (55.12) 
k=1 


entonces la fórmula (55.11) se escribirá en la forma 


T 


S N) =- [oe — x)f(Ðdt. (55.13) 


-T 
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La función D, (t) se llama núcleo de Dirichlet y la integral que figura en el segundo 
miembro de la igualdad (55.13), integral de Dirichlet . 

Lema 3. El núcleo de Dirichlet : 

1) es una función par continua 2x-periódica, con la particularidad de que 


1 
D, (0) =n + J i 
2) satisface la condición 


| D, (tdt = 1; (55.14) 


1 
T 


3) cuando t + 2rk, k = 0, + 1, + 2,...: 


1 
sen (r + > ) 
D, (0) = —. (55.15) 
2sen— 
2 


DEMOSTRACIÓN. La continuidad, la paridad y la existencia de un período, igual a 
2r, para el núcleo de Dirichlet D„(t) se desprenden inmediatamente de su defini- 
ción, es decir, de la fórmula (55.12). De la misma fórmula se infiere también la 
igualdad (55.14): para obtenerla, es suficiente integrar en el segmento [— r, 7] am- 
bos miembros de la igualdad (55.12): 


1 
(oroar = > fa + y | ostra = A, 
-r —T k=1 -r 
pues, cuando k = 1, 2,...: f cos kt dt = 0. 


=R 


Demostremos ahora la fórmula (55.15). Tenemos: 


n n 
1 1 t 
D, t) > + y coskt = — (sen + y 2sen coser ) = 
k=1 2sen— k=1 
2 
1 t - 
= seno + y (sen E e sen l; = 
2senL. 2 2 $ 
> k=1 
(+3) 
sen [n + — H 


= ——— ~, t+dxk, k=0,*+1,+2,.... 
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Observemos que por ser par el núcleo de Dirichlet, 
0 T 


| D, Odt = | D, Odt, 
0 


-T 


por lo cual 
| D, (dt = 2| D, (Ode. 
-T 0 


De aquí y de la propiedad 2° del núcleo de Dirichlet se deduce que 


[20a = 1. (55.16) 
0 


Indiquemos, además, que el segundo miembro de la igualdad (55.15) tiene senti- 
do sólo cuando t + 2xk, siendo k entero. Pero, como 


2 
T 


1 
sen (+i t 


1 
lim —————— = lim D, (t) =n+-, 
t—2kx “f t—2kx 2 
2 sen— 
2 
1 
sen (» + > ) 
la función ——————— £-_ puede ser definida adicionalmente para t = 2rk, k = 0, 
2 sen— 
2 


+ 1,+ 2,... , considerando que su valor en cada uno de estos puntos es igual, por 
definición, an + e Una función, definida adicionalmente de este modo, es conti- 


nua para t = 2xk, cualquiera que sea k entero. 

Volvamos a considerar la función f, absolutamente integrable en el segmento 
[— x, x]. Para nosotros será de interés, en particular, el límite de la sucesión de su- 
mas parciales S, (x) de su serie de Fourier. Hemos de notar que el paso directo al 
límite, para n — œ, en el segundo miembro de la igualdad (55.13), es decir, el paso 
al límite bajo el signo de integral, no es posible, puesto que el límite del núcleo de 
Dirichlet para n — œ no existe. Prolongamos la función f desde el semiintervalo 
[- z, 7) en una función 2x-periódica y designémosla también con f (véase en el 
p. 55.1 la información más detallada sobre la prolongación periódica). 

Demostremos el siguiente lema. 

Lema 4. Para la suma parcial de Fourier S,, (x; f) de una función 2w-periódica 
absolutamente integrable f son válidas las fórmulas 


Sn 05 f) =- | oore + t)dt (55.17) 


-7T 
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Sy 065 f) = => |o, OUV + t) + $0 — tdt. (55.18) 
0 


Corolario. Para cualesquiera ô € (0, t), x € [— x, t] la suma parcial S,,(x; f) de 
la serie de Fourier de una función 2x-periódica absolutamente integrable f posee la 
siguiente representación integral asintótica : 


ô 


SaN) = - fo, OVE +t) +f- Hdt + o(1), n— o. (55.19) 


0 


DEMOSTRACIÓN DEL LEMA. Realicemos en la integral de Dirichlet (55.13) el cam- 
bio de variable de integración u = t — x: 


1 
Si N) = — [o - x)f(t)dt = 


-T 
T-X 


1 ( 
A | D, (WAX + u)du a OK + u)du. (55.20) 


T 


-T-X 


Aquí hemos aprovechado otra vez la circunstancia de que la integral de una función 
periódica extendida al segmento cuya longitud es igual al periodo de la función, no 
depende de la posición de dicho segmento en el eje real (véase el p. 55.1) y hemos 
aplicado esta propiedad a la función D, (u)f(x + u) que es 2r-periódica según u. 
Así pues, la fórmula (55.17) queda demostrada. 

Con el objeto de demostrar la fórmula (55.18), representemos el segundo 
miembro de la igualdad (55.20) en forma de una suma de dos integrales cuyos inter- 
valos de integración son [— ~, 0] y [0, x]; en la primera integral realicemos el cam- 
bio de variable u = — t y hagamos uso de que el núcleo de Dirichlet es par: 


D,„(— u) = D,(u) 


(véase el lema 3). Como resultado tendremos: 


Sp N =— [coro + u)du = 


— EA + u du L [oure + udu = 
T 


-x 0 


1 
T 


[o, (f(x — tdt pE [oura + udu = 
T 
0 0 


55.3. Integral de Dirichlet. Principio de localización 359 


T 


_1 
== |», (OO + 1) +f- tat. 
T 
0 
La fórmula (55.18) también queda demostrada. C 


DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Fijemos un número 5,0 < ô < rr, y represen- 
temos el segundo miembro de (55.18) como una suma de dos integrales de la manera 


siguiente: ê x 
1 1 
S&N =— | + — | i (55.21) 
: K T 
0 ô 
Por cuanto la función es continua y, por lo tanto, acotada en el segmen- 
t 
2 sen— 
2 
1 1 R 
to [ô, x] (a saber, para todo f € [ô, 1] : 0 < ———- <S ——) mientras 
2 A 2 sen— 
2 2 


la función f(x + t) + f(x — t), para cualquier xe [— ~, 1] fijo es 2r-periódica 
según t y absolutamente integrable en el segmento [— ~, 7], entonces en [ô, x] será 
absolutamente integrable también el producto de dichas funciones 


Fx + 1)+fx -— 1) 


2 sen— 
2 


. Por esta razón, de acuerdo con el teorema de Riemann (véase 


el teorema 2 en el p. 55.2), la segunda integral en el segundo miembro de la igualdad 
(55.21) tiende hacia cero cuando n — œ, es decir, 


E ¡E sen (r + ya =0(1), n= œ. 


i 2 MR 
2 


Sustituyendo esta expresión en la fórmula (55.21), obtendremos la (55.19). O 
De la fórmula (55.19) se infiere una propiedad importante de las series de 
Fourier, llamada principio de localización. Enunciémoslo en forma de un teorema. 
Teorema 3 (principio de localización). Si f es una función 2x-periódica absoluta- 
mente integrable , la existencia y el valor del límite de la sucesión de sus sumas par- 
ciales de Fourier S, (x; f) en todo punto xy € [- r, t] depende sólo de la existencia 


- y del valor del límite, para n — œ de la integral 


ô 


1 
= [oora + t) + fœ Mar, 
0 


donde 6 es un número positivo tan pequeno como se quiera. 
Subrayemos que en la expresión subintegral de la integral citada figuran sólo los 
valores de la función f en el segmento [xy — 5, xp + ô] y, de este modo, la existen- 
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cia y el valor del límite de las sumas parciales de la serie de Fourier de la función f 
sólo dependen de sus propiedades en el entorno del punto xo, o, como suele decirse, 
de sus propiedades locales en las cercanías del punto xo. 
Del principio de localización proviene que si en un entorno, tan pequeno como 
se quiera, del punto xy las funciones f y g coinciden, entonces los límites lim S(xp; 
n— œ 


f) y lim S(xp; g) existen o no simultáneamente con la particularidad de que si di- 
n— œ 


chos límites existen, son iguales. Es de interés particular que las series de Fourier de 
tales funciones son, en el caso general, diferentes, pues en las fórmulas para los co- 
eficientes de Fourier figuran los valores de la función en todo el segmento [— r, rr]. 


55.4. CONVERGENCIA DE LA SERIE 
DE FOURIER EN UN PUNTO 
En este punto se considerarán las funciones 2r-veriódicas absolutamente in- 
tegrables en un segmento de longitud 2r, las cuales tienen sólo puntos de disconti- 


nuidad de primera especie, a consecuencia de lo cual en todo punto x, del eje numé- 
rico existen límites unilaterales: 


pim Sfo + h) = fo + 0), „im Sfo — h) = fo - 0). 


Definición 8 (de Lebesgue *?). Un punto xy se llama punto regular de la función f, si 
(Xp + 0) + fo — 0) 
EE A 


Evidentemente, todo punto de continuidad de una función es su punto regular. 
Si xy es un punto de discontinuidad de primera especie, a título de sus derivadas 
unilaterales f(x) y f(x) intervendrán los límites 
Fx + h) -f+ 0) 
Foo = Mn e 


—h)- fœ- 0 
ja DES 


En aquel caso cuando la función es continua en el punto x, y, por ende, 
fœ + 0) = f(x — 0) = f(x), la definición enunciada de las derivadas unilaterales 
coincide con la aducida anteriormente (véase el p. 9.1). 

Para que la enunciación del teorema sobre la convergencia de la serie de Fourier 
sea más cómoda, introduzcamos una designación 


LO fæ +1) + f- t) - f+ 0) - f- 0). (55.22) 
Es obvio que en el punto regular x la función f *(t) tiene por expresión 
JIO = fæ + 1) + f0 — 1) - 240). 


* H. L. Lebesgue (1875—1941), matemático francés. 
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Nos hará falta el siguiente lema sencillo. 
Lema 5. Para la función f, 2x-periódica y absolutamente integrable en el seg- 
mento de longitud 2x, las integrales 


ô 
(Oa, ocsen y [LOL 


t 
0 ò 2sen— 
2 


dt (55.23) 


convergen o divergen simultáneamente. 
: E 1 
DEMOSTRACIÓN. En efecto, para cualquier ô, 0 < ô < ~ la función ————— es 
t 
2 sen— 
2 


continua y, por ende, integrable según Riemann en el segmento [ô, x]. Entre tanto, 
la función f *(t) (x es fijo) es absolutamente integrable en dicho segmento y, por 


*(t 
consiguiente, el producto A es también absolutamente integrable en el seg- 
2 sen— 
2 
mento [ô, 7], es decir, para cualquier ô, 0 < ô < rr, la integral 
+ 
GEOL dt (55.24) 
2 A 
s 2 


converge (véase el lema 2 en el p. 33.5). 

Elijamos ahora un ô > 0 de modo tal que en el segmento [0, ô] la función f *(t) 
no tenga puntos singulares (véase el p. 55.1), a excepción, quizás, del punto £ = 0, 
es decir, que para todo e, 0 < € < ô, sea integrable según Riemann en el segmento 
[e, 5); esto es siempre factible, puesto que la supuesta integrabilidad absoluta de la 
función f estipula que f y, por consiguiente, también F; sólo disponen de un número 
finito de puntos singulares (véase de nuevo el p. 55. iÙ). 


Fit k SO 


2 sen— 
2 


Ahora diremos que las funciones ——— son equivalentes para t — O, 


pues 


` por lo cual, de acuerdo con el criterio de convergencia de las integrales, llamado cri- 


terio de comparación (véase el corolario del teorema 1 en el p. 33.3), aplicado a las 


magnitudes absolutas de ai funciones en consideración, las integrales 
5 


pue ar, | Ife)! 


t 
0 ò 2sen— 
2 


dt 
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convergen o divergen simultáneamente. Siendo convergente la integral (55.24), de 
aquí se deduce de inmediato que las integrales (55.23) también convergerán o diver- 
gerán simultáneamente. O 

Teorema 4 (criterio de Dini). Supongamos que una función 2x-periódica f es ab- 
solutamente integrable en un segmento de longitud 27. 

En este caso , si x es punto de continuidad o punto de discontinuidad de primera 
especie y, para cierto 8,0 < ô < r, la integral 

ô 


t 
0 


converge , entonces la serie de Fourier de la función f converge en el punto x hacia el 


dei fc +0) + f(x — 0) 
e 


dt (55.25) 


(55.26) 


Corolario 1. Cumplidas las condiciones del teorema , en cualquier punto regular 
de la función f (en particular, en todos los puntos de continuidad de f) la serie de 
Fourier de dicha función converge hacia su valor en el punto que se considera. 

Corolario 2. Si f es una función 2x-periódica absolutamente integrable en un 
segmento de longitud 2x y si en el punto x existen f(x + 0), f(x — 0), f 0) y $21), 
entonces la serie de Fourier de la función converge en el punto dado hacia el valor 
(55.26). 

Corolario 3. La serie de Fourier de una función f, continuamente derivable a 
trozos en el segmento [— q, 1], converge en todo punto del intervalo (— *, r) hacia 
el valor (55.26), y en los puntos x = — * yx = rr, al valor 


fi r+0)+ f(7 — 0) 
MEE a S 


Corolario 4. La serie de Fourier de una función continua derivable a trozos en el 
segmentc "— *, T) converge en todo punto del intervalo (— x, *) hacia el valor de 
la función en este punto y en los puntos x = — ~r y x = x, al valor (55.27). 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Al utilizar las fórmulas (55.18) y (55.16), tendre- 
mos 


Sy 00; $) — 


(55.27) 


SO + 0) + fc 0) _ 
2 
| o, cod = 


0 


FO +0) +0 092 
2 r 


l 
T 


[nove + 1) + f% - 1)lat — 
0 


l T 
> [Dore + 1) + f-t) — $0 +0) — f(x — ldt = 
0 


DA [<2 Sen (r p rar. (55.28) 
r 2 
0 


2 no 
2 


55.4. Convergencia de la serie de Fourier en un punto 363 


Supongamos que la integral (55.25) es convergente. En este caso, según el lema 
5, converge también la integral 


| IZO) de 


t 
2 sen— 
? 2 


Fi) 


en otras palabras, la función es absolutamente integrable en el segmento 


t 
2 sen— 
2 


[0, z]. Por eso, de acuerdo con el teorema de Riemann (véase el p. 55.2), 


* 1 
ia [E sen (r A Ja =0, 


n= q t 
ò 2 sen— 
2 


por consiguiente, en virtud de (55.28): 
+ 0) + -0 
lím S, NP) = ene g 


El corolario 1 proviene inmediatamente del teorema, en virtud de la definición 
de punto regular de una función. U 

Demostraremos el corolario 2. De conformidad con el teorema 4, basta probar 
que si existen los límites f(x + 0), fœ — 0) y las derivadas unilaterales f(x), f œ), 
la integral (55.25) converge para cierto ô > 0. Ante todo, debido a la existencia del 
límite finito 

* = 
im O = tm [A ET 


1-0 t 1—0 t 


7 POZO = fix) - f), 


FO) 


la función E está acotada en cierto entorno del punto £ = 0. Por eso existe tal ô, 


*(1 
0 < ô< z, que en el segmento [0, ô] la función LO está acotada y, por lo tanto, 


no tiene puntos singulares, a consecuencia de lo cual es integrable según Riemann en 
este segmento (véase el p. 33.1, como también la observación 4 en el p. 44.7). Una 
función, integrable según Riemann es integrable absolutamente, razón por la cual la 
integral (55.25) es finita. U 

Con el fin de demostrar el corolario 3, prolongamos la función f, definida en el 
segmento [— v, t], de una manera periódica con el período igual a 2r desde el se- 
miintervalo [— ~, r ) a todo el eje numérico y designemos la función obtenida con 
f. Por definición de la derivabilidad a trozos (véase la definición 1 en el p. 30.2), la 
función f satisface las condiciones del corolario 2. De conformidad con este corola- 
rio, la serie de Fourier de la función f, que coincide, evidentemente, con la serie de 
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Fourier para f, converge en todo punto x hacia 
FA + 0) + f(% — 0) 
a TUE, 

Sixe (— rr, x), se tiene f(x + 0) = f(x + 0) y, por lo tanto, 
fa + 0) +0 — 0) _ fc +0) + f(x — 0) 
2 2 
Fer+0)+f(- 7-0) 
2 


. Cuando x = — rr, la serie men- 


cionada converge hacia 


Fr +0) + fir- 0) 
2 


Hor-0=fr-0)=f(r — 0), fir + 0) = fi- r +0)= f(- x + 0). 


, y six = r, hacia el valor 


. Dado que f es periódica, se tiene 


Por esto 


ICAFAOF SA 0_ FAO 0 0D_fCrA+O4 IA) 
2 2 2 i 


El corolario 4 proviene directamente de los corolarios 1 y 3. O 

Ha de ser notado que en las fórmulas (55.26) y (55.27) la suma de la serie de 
Fourier de la función f viene expresada en términos de la propia función J, definida 
en el segmento [— ~r, x], y no mediante su prolongación periódica fa todo el eje nu- 
mérico. 

Si la función f satisface las condiciones del corolario 4, es decir, es continua y de- 
rivable a trozos en el segmento [— ~x, r} y, además, f(— z) = f(x) (es decir, su 
prolongación periódica a todo el eje numérico coincide con ella en todo punto de 
[— x, rr], incluidos los extremos), entonces en todo el segmento [— ~, x] la función 
f es igual a la suma de su serie de Fourier: 


0D 


Fx) = > + y A, cosnx + b, sennx. 


n=] 


Por esta razón tal función en todo punto del segmento [— ~, *] puede ser repre- 
sentada con cualquier grado de precisión por la suma parcial de su serie de Fourier, 
es decir, por una combinación lineal de senos y cosenos de los arcos múltiples (suele 
decirse también que la función citada se aproxima por la suma de armónicos 
sencillos *)). El hecho de que en el caso dado el período es igual precisamente a 27 
no es esencial: el caso en que el periodo arbitrario T > 0 se reduce con facilidad al 
considerado, simplemente por cambio de variable (véase el p. 55.12). 

Ejemplos. 1. Hallemos la serie de Fourier de la función chx, — x SxS. 


*) Se llama armónico sencillo (en la física, principalmente) una expresión de la forma 
A cosnx + B sennx, donde A y B son unas constantes, n es un número natural. 


35.4. Convergencia de la serie de Fourier en un punto 365 


Fig. 232 


Calculemos sus coeficientes de Fourier: 


r x 
1 shx 2 shr 
dy = — | cixar = = , 
r a a T 
a SLT 2shr 
=— | chx cosnxdx = (- 1" ———, n=1,2,.... 
És F a 


De lo que la función chx es par se deduce que para ella b, = 0,n = 1,2,... . 
La función ch x es continuamente derivable y, por lo tanto, satisface las condiciones 
del corolario 4 del teorema 4; además, la función toma valores iguales en los extre- 
mos del segmento [— ~, x], por lo cual su serie de Fourier en todos los puntos del 
segmento [— ~, r] converge hacia la propia función chx: 


T 


h 1 
chx = ai ( + 2 ) E Y cosn ). 
T l+n 


n=1 


Esta serie converge uniformemente, lo que se desprende de su comparación con la 
T 


1 
1+n 


serie numérica convergente y 3 
n=0 
Las gráficas de la función ch x y de la suma S (x) de la serie de Fourier correspon- 
diente se exponen en la fig. 232. 
2. Hallemos la serie de Fourier de la función shx, — t Sx S T. 


En virtud de que esta función es impar, tenemos 
a, = 0, n=0,1,2,..., 
y, luego, 


b, = 


n 


2n sh 
[ax sennxdx = (— LAA Bd (AE 


1 
E (1 + n?) 


366 $ 55. Series trigonométricas de Fourier 


Fig. 233 


La función sh x es continuamente derivable y satisface las condiciones del coro- 


lario 4 del teorema 4, pero sh (— r) + sh r; por eso, en todos los puntos del inter- 
valo (— ~, r) la serie de Fourier de la función sh x converge hacia la propia función: 


2 sh n 
shx = 3 (- 1"! sen nx, -TLIXLT 
T y lI+n 
n=1 à 
; sh (— + sh 
y en los puntos x = — q yx = T, hacia el valor a = 0. 


La serie de Fourier de la función shx ya no converge uniformemente hacia la 
función en todo el segmento [— ~, rr] (en efecto, de lo contrario su suma debería ser 
continua en el segmento [— x, t], mientras que ella tiene discontinuidades en sus 
extremos). Las gráficas de las funciones sh x y de la suma S(x) de su serie de Fourier 
están expuestas, para la comparación, en la fig. 233. 

3. Desarrollemos la función 


so = 55, 0< x< 2r, 


en la serie de Fourier. 
Aunque la función f parece ser algo artificial, su serie de Fourier es de la forma 
muy sencilla y permite obtener toda una serie de fórmulas interesantes. 
Prolongamos, de manera 2x-periódica, la función f desde el semiintervalo [0, 
2r) a todo el eje numérico. De resultas se obtendrá una función impar, en virtud de 
lo cual todos sus coeficientes de Fourier a, serán nulos; a, = 0,n = 0, 1, 2, .... 
Calculemos los coeficientes b,,. Integrando por partes, obtendremos 


1 AE 
b, =— |: nnar E 
2 


| 
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Así pues, 
(55.29) 


En virtud del corolario 4 del teorema 4, para 0 < x < 2r tiene lugar la igualdad 


o 


T-X y SU (55.30) 
2 n 


n=1 


Cuando x = 0, esta igualdad, evidentemente, no se verifica, puesto que la suma de 
la serie obtenida para x = 0 es nula y f(0) + 0. 

La gráfica de la suma de la serie (55.29) va expuesta en la fig. 234. Diremos que 
esta serie a ciencia cierta no converge uniformemente en el segmento [0, 2], puesto 
que su suma no es en éste una función continua (la convergencia uniforme de la se- 
rie (55.29) se ha investigado en el p. 36.3). 

Al sustituir en (55.30) x por 2x y dividir ambos miembros de la igualdad obtenida 
por 2, obtendremos 


XL NA (55.31) 
2 2k 


Sustrayamos esta igualdad de (55.30): 


oo 


e NALES E (55.32) 
4 2k — 1 


k=1 
Al sustituir la expresión obtenida para < en (55.31), obtenemos 


œ 


x=2 y (- yo! senne 
n 


n=1 


Esta igualdad es justa ya para x = 0, y, en virtud de que ambos miembros de la 
igualdad son impares, también para — r < x < 0, es decir, en todo el intervalo 
(— x, 7), pero, por supuesto, no en sus extremos, donde la suma de la serie es igual 
a cero. 
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Senalemos, además, que al poner en (55 .32) x = 
da serie de Leibniz 


con la gue ya hemos chocado antes (véase el p. 37.7, ejemplo 2). 


Ejercicios. 5. Hállese la serie de Fourier de la función f(x) = 
Een aS, ao 


A 


ayuda de esta serie calcúlese la suma de la serie y : 
(2k — 1) 
k=1 
6. Hállese la serie de Fourier para las funciones 
a) f(x) = x?,0 < x < 2r; 
b) fæ) =x? -rx r; 
c) f(x) = x? para 0 $ x < x, 
de manera impar. 


Con ayuda de los desarrollos obtenidos calcúlense las sumas de las series 


a 
n?’ y n? ` 
n=] n=] 


55.5*. CONVERGENCIA DE LAS SERIES 
DE FOURIER PARA FUNCIONES QUE SATISFACEN LA CONDICIÓN 
DE HÓLDER 


y al semiintervalo [— rr, 0) la función f se ha prolongado 


En este punto daremos a conocer una condición suficiente más débil, en compa- 


ración con la de derivabilidad unilateral (véase 


, el corolario 2 del i 
p. 55.4), que también asegura la convergencia de el teorema 4 en el 


la integral (55.25) y, por lo tanto, 


la convergencia de la serie de Fourier de la función f hacia el valor (55.26), siendo f 


2. -periódica absolutamente integrable en el segmento de longitud igual al período 

Definición 9. Una función f, definida en el intervalo (x, b), lleva el nombre de 
función que satisface a la derecha la condición de Hölder dé exponente a en el pun- 
to Xo, siempre que existen el límite finito a la derecha f (e + 0) y unas constantes 


M>0yó5 > O tales que para cual j isfaga 7 
i quier h, ue sat a con 1 
rifi l i I q fag le condición 0 < h < ô, se 


If (Xy + h) — fxg + 0)1 < Mhe, (55.33) 


l Una Junción f, definida en el intervalo (a, Xo) se llama función que satisface a la 
izquierda la condición de Hólder de exponente a en el punto Xy Siempre que existen 


el límite finito a la izquierda S — 0), y unas constantes M > 0y 6 > 0 tales que 


para cualquier h que satisfaga la condición 0 < h < 6, se verifica la desigualdad 


O = A) — f(x — 0)! < Mhe, (55.34) 
Una función f, que satisface en el punto Xo la condición de Hölder de cierto ex- 


ed tanto a la derecha como a la izquierda, se denomina Junción que satisface 
condición de Hólder de exponente dado en el punto que se considera. 


HR 
ca , Obtendremos la así llama- 


Ixl,— T<xs< r, ycon 
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Una función, definida en cierto segmento, se llama función que satisface la con- 
dición de Húlder de exponente dado en dicho segmento, si en todo punto de éste sa- 
tisface la condición de Holder de exponente citado, y además, en todo punto interior 
del segmento tanto a la derecha como a la izquierda; en el extremo izquierdo del seg- 
mento a la derecha, y en el extremo derecho, a la izquierda. 

Observemos que la así llamada condición clásica de Húlder de exponente dado 
consiste en lo siguiente: de la función f se dice que ella satisface en el punto x la condi- 
ción clásica de Hólder de exponente a > 0, si existen tales ô > 0y M > 0 que para 
cualesquiera h, |h) < ô, se verifica la desigualdad 


Ifœ + h) - fœ < MIhle. 


Es obvio que en este caso, gracias a la condición œ > 0, la función fes siempre con- 
tinua en el punto x: de Jim IAI% = 0, a > 0, se deduce que Jim fo + h) = foo). 


Análogamente se determinan las condiciones clásicas unilaterales de Hólder. 

Así pues, la diferencia de la condición de Húlder en consideración de la clásica 
consiste, particularmente, en que, de conformidad con nuestra definición, una fun- 
ción que satisface la condición de Hölder en un punto puede ser discontinua en el 
mismo. 

La condición de Hölder de exponente uno se llama, comúnmente, condición de 
Lipschitz”). 


Ejercicios. 7. Demuéstrese que si una función satisface en cierto punto la condición de 


Hólder de exponente a, entonces para 0 < 8 < a satisface también en el mismo punto la 
condición de Hölder de exponente 6. 

8. Demuéstrese que si una función tiene en cierto segmento una derivada acotada, satisfa- 
ce en el mismo la condición de Lipschitz con una misma constante M. 

9. Demuéstrese que si una función satisface en cierto segmento la condición clásica de 
Holder de exponente a: > 1, es en este segmento constante. 

10. Demuéstrese que la función f(x) = x“, x > 0,0 < a < 1, satisface en el punto 
x = 0 la condición de Hólder de exponente a, y no satisface en el mismo ninguna condición 
de Holder de exponente $ > a. 


Teorema 5. Supongamos que la función f es absolutamente integrable en el seg- 
mento [—r, xr]. Si satisface en el punto x € (— xr, 1) la condición de Hólder de expo- 
nente a, œ > 0, entonces su serie de Fourier converge en este punto y su suma es 
igual a 


2 , 


en particular, si la función, además, es continua en el punto x € (— 7, T), su serie de 
Fourier converge al valor de la función en el mismo punto: 


lim S, (cf) = fO. 


*) R. Lipschitz (1832 — 1903), matemático alemán. 


OA CAGO 
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Si la función f satisface la condición de Hólder a la derecha en el punto 
x = —*, y a la izquierda en el punto x = x, entonces su serie de Fourier converge 
en estos puntos y su suma en los mismos es igual a 


f(-x) + f(r) 
A 
DEMOSTRACIÓN. Elijamos ô, 0 < ô < rr, de modo tal que, primero, en el seg- 


FO 
pe 
del punto x = 0, y, segundo, que para cualesquiera h, thl < 6, la función f satisfa- 
ga las condiciones de Hólder (55.33) y (55.34) en el punto x. Entonces, en vista de la 

fórmula (55.22), para la función f* (t), tendremos 
20] ¿ peo- ES pe t) Le 0) y 2M 


t Spa 


mento [0, ô] no haya otros puntos singulares de la función , a excepción, quizás, 


„œ > 0, converge, entonces, en virtud del criterio 


dt 
t!- 


t 
ô 

Por cuanto la integral f z 
0 


de comparación, converge también en nuestro caso la integral (55.25). Por ello, el 
teorema 5 proviene del teorema 4. C] 

Como conclusión observemos que si la función f tiene en el punto x una deriva- 
da derecha f |, entonces fsatisface en este punto a la derecha la condición de Húlder 
de exponente 1. Efectivamente, del hecho de que el límite finito 


; x+h)-f0+0 A 
sm SER o 

h-0 h 
existe, se deduce que se encontrará tal ô > 0 que para cualesquiera h, |hl < ô, se 
verificará la desigualdad 


pett- -£. 00] <1, 


de donde, al poner M Zi Jœl +1, obtendremos 


x+h- fx+0 
-M < TE PI IRE ) s ) < M; 
por consiguiente, 


fœ + h) -fæ +0! < Mihil, ihl <ô. 
La afirmación análoga es lícita también para las derivadas a la izquierda. 


Problema 35. Una función f, definida en el segmento [a, b], se llama función de la clase 
de Hólder H” (M) en dicho segmento, si para cualquier par de puntos x y x + h del mismo, 
xe la, b], x + he la, b], se cumple la desigualdad 


f(x + h) - f091 < MIR”, 


en otras palabras, si la función f satisface la condición clásica de Holder de un mismo expo- 
nente a: y con una misma constante M en todos los puntos del segmento [a, b]. 
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Demuéstrese que si una función 2*-periódica y absolutamente integrable en un segmento 
de longitud 27 pertenece en cierto segmento [a, b] a la clase de Hölder H” (M), O < a <S 1, 
M > 0, entonces en todo segmento [a', b'], contenido en el intervalo (a, b): 


0 <a< a” < b’ < b < 2r, la serie de Fourier de la función f converge hacia esta función 
uniformemente. 


55.6. SUMACIÓN DE LAS SERIES DE FOURIER POR EL MÉTODO 
DE MEDIAS ARITMÉTICAS 


Supongamos que la función f es absolutamente integrable en el segmento [— r, 
n] y satisface la condición f(— r) = f(r), y, por lo tanto, es prolongable de modo 
2.-periódico a todo el eje real. Sean S, (x) sus sumas de Fourier y D, (x), los núcleos 
de Dirichlet, n = 0, 1, 2, . . . (véanse (55.11) y (55.12)). i 
Consideraremos las medias aritméticas: 


o, (x) 
n +i 


e, (0) = A 63) 


La suma o, (x) se llama suma de Fejer*) de n-ésimo orden de la función f, 
mientras que $, (x) es el núcleo de Fejer de n-ésimo orden. 
De la fórmula 


>» n=0,1,2,.... (55.35) 


S, (Xx) = X | ¡(YAA + u)du 
2r 


(véase (55.17)), obtenemos x 
1 
0, (%) = F | O, (MNR + du. (55.36) 


Analicemos el comportamiento de las sumas a, (x) cuando n — oo, es decir, exa- 
minemos la sumación de la serie de Fourier por el método de medi j ] 
a asia edias aritméticas 

Estudiaremos ante todo las propiedades del núcleo de Fejer. 

Lema 6. El núcleo de Fejer posee las siguientes propiedades. 

1°. La función $, (x) es par, continua y 2x-periódica, con la particularidad de 
que 

n+1 


$, (0) = 2d (55.37) 
2”. Para todo t el núcleo de Fejer es no negativo: % (t) > 0; 
1 2 ( 
3°, — | 9, (Hdt = — [20a =k 
T NX 
-r 0 


* L. Fejer (1880 — 1959), matemático húngaro. 


24* 
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4%. Cuando t + 2kr, k = 0, +1, +2,...: 


+ 
sen? nra t 
(t) = 


An + sen? 


Corolario. Para todo ô fijo, 0 < 6 < x~, tiene lugar la igualdad 
lim máx 9,(t) =0. (55.38) 


n= o< lt <r 


DEMOSTRACIÓN. Demostremos al principio la propiedad 1°. La paridad, la conti- 
nuidad y el carácter periódico del núcleo de Fejer provienen inmediatamente, en vir- 
tud de la fórmula (55.35), de las mismas propiedades del núcleo de Dirichlet (véase 
el lema 3 en el p. 55.3). Luego, por cuanto D,(0) =k + 5 „k =0,1,2,... en- 


tonces 


n n 


1 1 1 
$ (0) = —— E N 
no) ni Y 0 Dd (+3) 
k=0 k=o0 


Demostremos la propiedad 3°. 


T n T 


1 1 1 

— | 9 (tdt = —— — A D, (dt = 1. 

a a my Al K0) ¡A 
=0 


Por cuanto el núcleo 9, (t) es par, de aquí se infiere que 
1 

[20a = — | 9, (Odt = 1. 
T 


-F 


2 


Gi 


Demostraremos ahora la propiedad 4°, de la cual se deduce, evidentemente, la 


propiedad 2°. Para t + 2kr,k = 0, +1, +2,... , tenemos 
n n sen (x + 3) 

(+ 1)8,(1) = ) D,(t) = No Al 

t 
k=0 k=0 2sen — 
2 
t 
n  2sen-— sen kel t n 
_ 2 2 1 
= ET = ) [coskt — cos(k + 1)t] = 
2 
k= 4sen*— 


4sen? = k=0 
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y 
1 l 
l} l 
=K -0 0 10] A T 
Fig. 235 
n+1 
i sen? a t 
- n + 
t 
4sen?— 2sen? 
2 2 


Observemos que la fórmula (55.37) puede obtenerse, además de la propiedad 4°, 
pasando al límite y haciendo tender £ hacia cero y este procedimiento es factible en 
vista de que el núcleo de Fejer es continuo. 

DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Haciendo uso de la propiedad 4° del núcleo de 


Fejer, obtenemos n+1 
sen? t i 
0< máx 9,(t)= m E 
+ E < <T ô 
è< i< 2(n +1) $< 0 < sento Un + 1) sen? 


Por cuanto el segundo miembro de la desigualdad obtenida tiende a cero para 
n — œ, de la estimación obtenida se deduce directamente (55.38). O 

La forma aproximada de la gráfica del núcleo de Fejer está expuesta en la 
fig. 235. 

En este punto sólo se considerarán aquellas funciones f que son continuas en el 
segmento [— rr, ] y toman en sus extremos valores iguales: f(— 7) = f(r). Es obvio 
que toda función de tal índole puede ser prolongada de modo 27-periódico desde el 
segmento [— rr, 7] a todo el eje numérico R. La función que se obtendrá, la designa- 
remos con f, será continua en todo el eje R. 

La función de partida f, como cualquiera función continua en un segmento, es 
acotada, es decir, existe una constante M > 0 que |f(x)! < M, xe [—r, t]. Está 
claro que en este caso _ 

IFO)| <M, xeR, 


es decir, la función f está acotada en todo el eje R. l 

Además, la función f es uniformemente continua en todo el eje R. Efectivamen- 
te, siendo continua en cualquier segmento finito, por ejemplo, en [0, 47], es en 
dicho segmento uniformemente continua (véase el teorema 5 en el p. 19.7). Esto 
significa que para todo £ > 0 existe tal ô, 0 < ô < 2x que para cualesquiera 
x € [0, 47], x, € [0, 4], lx, — xı! < ô, se verifica la desigualdad 


fæ) -fæl < e. 
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Pero, para x| y x, arbitrarios de tal género que Ix, — xl < ô, se encontrarán 


def , def , 
unos números enteros n y m, para los cuales x| =x — 2rn € [0, 4r], x, = x; — 


— 2am e [0, 4] y lx, — x,l < ô, y, por cuanto f(x) = fi), fc) = f(x) 
son 2 -periódicas, entonces 


Sæ- JEDI = Fæ) — fæ) < e. 


Esto precisamente es indicio de que la función f es uniformemente continua en 
todo el eje numérico R. 

En lo que sigue, una función prolongada de modo periódico se designará con el 
mismo símbolo f que la función prolongable. 

Teorema 6 (de Fejer). Si una función es continua en el segmento | — r, 1] y toma 
en sus extremos valores iguales, la sucesión de sus sumas de Fejer converge unifor- 
memente en este segmento hacia la misma función. 

Corolario. Si la serie de Fourier de una función, que es continua en el segmento 
[— rr, x] y toma en sus extremos valores iguales, converge en cierto punto, converge 
hacia el valor de la función en dicho punto. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función f es continua en el segmento [— 7, 
x] y f(— xr) = f(r). Prolonguémosla de modo 2r-periódico a todo el eje numérico 
R. Estimemos la diferencia f(x) — a, (x) entre la función f y su suma de Fejer Ops 
empleando con este fin la representación de la suma de Fejer en la forma (55.36) y 
las propiedades del núcleo de Fejer demostradas en el lema 6 y en su corolario. Eli- 
jamos arbitrariamente £ > 0. Tenemos 


T 


|) — o0)! = E | 6d? | ELO + par] = 
T T i 


1 
es | SOV) - fæ + mar] < 
ed ga —ô ô T 
1 1 1 1 
<= COTENT t)ldt = — | += | += f , (55.39) 
K Gi r T 
—x -~T —ô ô 


donde ô > 0 seha elegido de una manera tal que el valor del módulo de continuidad 
w(ô; f) de la función f satisface la desigualdad 


E 
ô; = 
w( ns: 


Esto es bien posible; puesto que la función f es uniformemente continua en todo el 


eje numérico R. Por eso, para todo x € R: 
5 ô 


E | OIIO — S + pla < 26D | P, (dt < = f 3, (fdt = 
T T 


T 
2 —ô 


d 
> 
(55.40) 


3|— 


55.6. Sumación de las series de Fourier 375 


Las dos integrales restantes se estiman de un modo igual: la función f está acota- 


da en toda la recta numérica, es decir, existe tal constante M > 0 que para cuales- 
quiera x € R tiene lugar la desigualdad 


If09| < M. 


Por consiguiente, para todo x € R: 


| row + If&œ + £)l]dt < 
ô 


alm 


| OIW — Fx + 1) dt < 
ô 


a2 EZ < 2M máx 80 | a = 
T m ô ) 
$ a 


- MOTO máx 9,()<2M máx 8,0). 
ó<ts<r 


Tr SIST 


De acuerdo con el corolario del lema 6, el segundo miembro de la desigualdad obte- 
nida tiende hacia cero cuando n — œ, por lo cual existe tal n¿ que para cualesquiera 


n > nose cumple la desigualdad 


E 

l OIS — Sx + t)ldt < 7 (55.41) 
ô 

Por analogía, para todo x e R y cualesquiera n > nọ: 


-6 


1 | BOO -SE + Dldt <=. (55.42) 


T 


De (55.39), (55.40), (55.41) y (55.42) tenemos para x € R arbitrario y todos los 
n 2 ně 


€ € e _ 
Iœ — 9,00)! Sa Da 


es decir, la sucesión {ø} converge uniformemente en todo el eje numérico R hacia la 
función f. O 

DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Cualquier serie convergente se suma por el mé- 
todo de medias aritméticas a su suma (véase el p. 35.15). Por ello, si la serie de 
Fourier de una función, que es continua en el segmento [—r, 1] y toma en sus extre- 
mos los valores iguales, converge en cierto punto hacia algún número A, entonces el 
límite de la sucesión de medias aritméticas de las sumas parciales, es decir, de las pi 
mas de Fejer es también igual a A: si lim S,(Xg; f) = A, se tiene Jim 0,0) = Á. 


376 $ 55. Series trigonométricas de Fourier 


Pero, según el lema demostrado, lim oX) = FX), por consiguiente, también 
n — œ 
dm Sos S) = fp). O 


Subrayemos que la serie de Fourier de una función, que es continua en el seg- 
mento [— rr, x] y toma en sus extremos los valores iguales, puede divergir en algunos 
puntos. No obstante, de acuerdo con lo demostrado, si la serie converge en cierto 
punto, converge necesariamente hacia el valor de la misma función en dicho punto. 

Observemos en conclusión que para una función, que es continua en un segmen- 
to y toma en sus extremos valores iguales, la serie de Fourier, sea convergente o di- 
vergente en los puntos aislados, permite restablecer univocamente Ía función indica- 
da: resulta suficiente formar, sirviéndose de sus sumas parciales, las sumas de Fejer; 
la sucesión de las últimas ya converge y, además, uniformemente hacia la propia 
función. De este modo, incluso el estudio de la serie divergente puede resultar útil. 


55.7. APROXIMACIÓN DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 
POR MEDIO DE LOS POLINOMIOS 


Definición 10. Las funciones de la forma 


A n 
> + y A,coskx + B,senkxA? + B2>0 
k=1 
se llaman polinomios trigonométricos de n-ésimo orden, n =0,1,2,... ”, 


Teorema 7 (de Weierstrass). Si la función f es continua en el segmento [—r, 1] y 


f(-x) = f(r), entonces para todo número e > 0 existe un polinomio trigono- 
métrico T(x) tal que 
IF0) — TWI <E —*T<xs< mr". 


En efecto, en virtud del teorema 6 (véase el p. 55.6), a título de tal polinomio tri- 
gonométrico puede tomarse, por ejemplo, la suma correspondiente de Fejer 0, (x), 
que es, evidentemente, un polinomio trigonométrico de orden no superior a n. 

Teorema 8 (de Weierstrass). Si la función f es continua en el segmento [a, b], pa- 
ra todo e > 0 existe tal polinomio algebraico P(x) que 


IF0) —- PWI <e, as<xs<b. 


DEMOSTRACIÓN. Apliquemos linealmente el segmento [0, r] sobre otro segmento 
[a, b]: ME 


T 


x=q+ 


t OSST, as<xs b, 


b as, 
y sea f*(t) = f (= + 
[0, 7]. Prolongámosla de modo impar al segmento [—r, 0], es decir, pongamos 


PO) =P =D, si te[-r, 0]. 


a , 
r) . La función f* está definida por esta fórmula en 


*) Aquí se considera que B, = 0. 


¿ 
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La función f*, obtenida de esta manera, es continua en [- r, 7] (¿por qué?) y 
f*(— xr) = f* (1). Por eso, de acuerdo con el teorema 7, para cualquier número 
e > 0 existe un polinomio trigonométrico 7(t) tal que 


IFO - TO)! <> 


Como se sabe, cos kt y senkt, k = 1,2,.. . , y, por lo tanto, también el polino- 
mio trigonométrico T(t) son funciones analíticas, a consecuencia de lo cual se de- 
sarrollan en las series de potencias que convergen en toda la recta real y, por consi- 
guiente, convergen uniformemente en todo segmento finito (véase el $ 37): 


00 
k 
T) = y cgt". 
k=0 
Si P, (£) son sumas parciales de esta serie, debido a su convergencia uniforme en el 
segmento [— rr, rr], existe tal número n, que para n > n, se tiene 


€ 
ITA) — P,(0)| +2? —=r<t< m7. 
Al tomar, para concretar, n = n, y suponer P(t) = Pa 0» tenemos 


IPO — POIS 10 — TOI + ITA - PO)! <> +5 < e. 


- a 
obtendremos 


Volviendo a la variable x, es decir, suponiendo £ = r z 


x—a 
po -r (+55) 


donde P (- AF 2) es, evidentemente, un polinomio. C 
=a 
OBSERVACIÓN. Supongamos que la función f es continua en el segmento [a, b]. 
Elijamos una sucesión de los números e, > 0,n = 1,2,... , que tiende hacia ce- 


1 
ro [ por ejemplo, €, =— }; entonces, de acuerdo con el teorema 8, para todo 
n 


n = 1, 2, . . . existe un polinomio P, (x) (aquí n es número de orden y no el grado 
del polinomio), tal que 
If0) — P, < €, a <xsb. (55.43) 


Es evidente que para n — œ se tiene P,,(x) = f(x) en el segmento [a, b]. 

Así pues, toda función continua en un segmentc sirve de límite para la sucesión 
de polinomios uniformemente convergente en dicho segmento. Anteriormente 
(véase el teorema 8” en el p. 36.4) ya se ha demostrado la afirmación recíproca, es 
decir, toda función que sirve de límite para una sucesión de polinomios 
uniformemente convergente en cierto segmento (y más aún, para una sucesión de 
cualesquiera funciones continuas) es continua en dicho segmento. 

De este modo, el teorema de Weierstrass establece la propiedad característica de 
las funciones continuas, y sólo continuas. 
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Resulta curioso notar que el concepto original de continuidad de una función 
fue introducido en la forma general abstracta; este concepto de ningún modo estaba 
ligado con las clases concretas de funciones elementales, en particular, con los poli- 
nomios y, consecuentemente, con ningunas representaciones analíticas de las fun- 
ciones en términos de los polinomios. 

El teorema de Weierstrass muestra que la clase de funciones continuas introduci- 
da de este modo no está lejos, en cierto sentido, de la clase de polinomios. A sa- 
ber, cualquiera que sea la función f, continua en un segmento, y por pequeño que 
sea el número £ > 0, prefijado de antemano, siempre existe un polinomio que en 
todo el segmento se diferencia de la función fa lo sumo en €, es decir, un polinomio 

que aproxima la función con cualquier grado de exactitud dado de antemano. No es 
difícil obtener también la representación analítica en forma de una serie de polino- 
mios para la función continua en un segmento. De (55.43) tenemos 


Jœ) = lím P, œ), a<x<b, (55.44) 


o bien 


$09 =P,()9 + Y IP, , 109 — P,O (55.45) 
n=1 

(P,, 0) son los polinomios), con la particularidad de que en el segmento [a, b] los po- 
linomios P,,(x) en (55.44) tienden a su límite uniformemente y también uniforme- 
mente converge la serie (55.45) en dicho segmento. En este caso, tanto la existencia 
del límite (55.44), como la del desarrollo (55.45) constituyen una condición necesa- 
ria y suficiente de la continuidad de la función f en el segmento citado. Esto justifi- 
ca la idea intuitiva sobre una función como expresión analítica compuesta de una 
variable independiente y unas constantes por medio de las operaciones algebraicas y 
analíticas. 

Observaciones análogas pueden hacerse también sobre el primer teorema de 
Weierstrass (teorema 7). 


55.8. COMPLETITUD DEL SISTEMA TRIGONOMÉTRICO 
Y DEL SISTEMA DE POTENCIAS ENTERAS NO NEGATIVAS 
DE X EN UN ESPACIO DE FUNCIONES CONTINUAS 


En este punto se parafrasearán los teoremas demostrados anteriormente y se de- 
ducirán de éstos algunos corolarios sencillos. 

Definición 11. Sea X un conjunto de las funciones definidas en el segmento 
[a, b]. Un sistema de funciones 


Pra... Pa... (55.46) 


se llama completo para el conjunto X en el sentido de aproximación uniforme, si, 


cualquiera que sea la función f € X, para todo e > Q0 existe tal número finito de fun- 
ciones Pnp Pnz > Eng pertenecientes al sistema (55.46), y tales números Ay» Az» 
<. © , À, que 

> Ak 


If) [M6 y (%) + AP q 00 +...+ Ne y CO | <E 


para cualesquiera x e [a, b]. 


W 
ES 
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En otras palabras, el sistema de funciones (55.46) forma un sistema completo pa- 
ra el conjunto X, si toda función de X puede ser aproximada con la exactitud re- 
querida mediante las combinaciones lineales de funciones del sistema (55.46). 

Haciendo uso del concepto de completitud de un sistema, los teoremas 7 y 8 del 
párrafo precedente pueden parafrasearse del modo siguiente. 

Teorema 7'. El sistema de funciones trigonométricas (55.2) es completo, en el 
sentido de aproximación uniforme, para el conjunto de funciones que son continuas 
en el segmento [— z, 1] y toman en sus extremos valores iguales. 

Teorema 8'. Un sistema de las potencias enteras no negativas de x, es decir, el 


sistema 5 
A T 


(55.47) 
es completo, en el sentido de aproximación uniforme, para el conjunto de todas las 
funciones que son continuas en cualquier segmento dado. 

Definición 12. Supongamos que las funciones f y g vienen definidas en el seg- 
mento [a, b]. El número 


| | r — ¿oax 


se denomina desviación estándar en el segmento [a, b] de la función f de la g. Y 

Definición 13. El sistema de funciones (55.46) se llama completo, en el sentido 
de la aproximación media cuadrática, para cierto conjunto X de funciones definidas 
en el segmento [a, b], si, cualquiera que sea la función f e X, para todo e > 0existe 
tal combinación lineal finita de funciones del sistema (55.46) que su desviación es- 
tándar en el segmento [a, b] de la función f es inferior a €. 

Teorema 9. El sistema de funciones trigonométricas (55.2) es completo en el sen- 
tido de la aproximación media cuadrática en un conjunto de las funciones que son 
continuas en el segmento | — r, t) y toman en los puntos t y — * un mismo valor. 

DEMOSTRACIÓN. Sea f una función continua en el segmento [— rr, rr], con la par- 
ticularidad de que f(r) = f(— xr). De conformidad con el teorema 7”, para todo 
e > 0 existe un polinomio trigonométrico T(x) tal que 


E 
If — TW! < —, —TSXST. 
f v2r 
De aquí para la desviación estándar de este polinomio de la función f tenemos 


xr e T 
| AS - TO)?dx < E | Je =e. O 


En lo que sigue veremos (véase el p. 58.6) que la acotación f(x) = f(— r), utili- 
zada por nosotros en la demostración del teorema 9 (sólo en este caso se podría refe- 
rir al teorema 7’), no es esencial. A saber, el sistema trigonométrico (55.2) es 
completo en el sentido de la media cuadrática en todo el conjunto de funciones con- 


* Podemos decir también “desviación de la función g de la f””, por cuanto la expresión 
en consideración no cambia su valor, si f y g cambian de lugar. 


380 $ 55. Series trigonométricas de Fourier 


tinuas en el segmento [— rr, rr], y, más aún, se puede mostrar que es completo tam- 
bién en el sentido de la media cuadrática en el conjunto de todas las funciones de 
cuadrado integrable en el segmento [—r, r]. 

Observemos que el sistema trigonométrico (55.2) es incompleto a ciencia cierta 
en el conjunto de todas las funciones continuas en el segmento [— r, x] en el sentido 
de la aproximación uniforme, es decir, en el sentido de la definición 11. En efecto, 
si f es una función tal que para todo £ > 0 existe un polinomio trigonométrico T, 
de tal indole que 


If — To)! <E, —TSXST, 


entonces de la condición T,(w) = T,(— mr) para e — O proviene que f(t) = f(— r). 

En la aproximación de las funciones en el sentido de la media cuadrática me- 
diante los polinomios trigonométricos desempeñan un papel especial las sumas par- 
ciales de la serie de Fourier de la función que se aproxima. En el punto que sigue se 
mostrará que la suma parcial de n-ésimo orden tiene desviación estándar mínima de 
la función dada en comparación con cualquier polinomio trigonométrico de gra- 
do n. 

En fin, se puede mostrar que si la función f posee el cuadrado integrable en el 
segmento [— r, 7}, entonces la desviación, que experimentan sus sumas parciales de 
Fourier S, (x) tiende a cero cuando n — œ, o, como suele decirse, la función fde 
cuadrado integrable es un límite, en el sentido de la media cuadrática, de sus sumas 
parciales de Fourier (véase el p. 58.6). Todas estas circunstancias atestiguan en fa- 
vor del estudio de la aproximación de funciones en el sentido de la desviación están- 
dar. 

Por analogía con el teorema 9 se demuestra el teorema siguiente. 

Teorema 10. El sistema de potencias enteras y no negativas de x, es decir, el siste- 
ma (55.47) es completo en el sentido de la aproximación media cuadrática en un 
conjunto de funciones continuas sobre cualquier segmento dado. 

DEMOSTRACIÓN. Sea f una función continua en cierto segmento [a, b]. Enton- 
ces, para todo e > 0, de acuerdo con el teorema 8”, existe tal polinomio P que 


© — Prol < —, a<x<b, 
vb- a 


[ W — Pœ?dx < e. O 


55.9, PROPIEDAD MINIMAL DE LOS COEFICIENTES 
DE FOURIER. DESIGUALDAD DE BESSEL E IGUALDAD 
DE PARSEVAL 


En este punto examinaremos las series de Fourier para unas funciones in- 
tegrables cuyo cuadrado es también integrable en el segmento [— rr, 7] (la integrabi- 
lidad aquí se entiende, por regla general, en el sentido impropio). Es importante in- 
dicar que si la función fes de tal género que tiene un número finito de puntos singu- 


de donde 
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lares (véase el p. 55.1) en el segmento [— r, rr], es integrable según Riemann en cual 
quier segmento que no contiene ningún punto singular y el cuadrado de ésta f?esin- 
tegrable en el segmento [— r, 7z], entonces de la desigualdad 


1 + Ifl? 
| fl < 1+ 
se infiere que la función f es integrable en el segmento citado. Lo recíproco, en el 


caso general, no es cierto. Existen funciones positivas (por ejemplo, la función 


2) , integrables en el segmento [— x, 1] cuyo cuadrado, no obstante, ya no es in- 
Ixl 
tegrable en el mismo. l 

De este modo, el conjunto citado de funciones de cuadrado integrable en el seg- 
mento [—r, 7] constituye un subconjunto propio del conjunto de todas las fun- 
ciones absolutamente integrables en el segmento [—r, 7]. í 

Observemos que análogamente se introduce también el concepto de. función de 
cuadrado integrable para cualquier intervalo finito. 

Teorema 11. Sea f una función de cuadrado integrable en el segmento [—r, T}. 
Entonces, si S„(x) es su suma de Fourier de n-ésimo orden, se tiene 

| V — S,0)]?dx = mín | V% — T,CoYPax, (55.48) 
ni EA 

donde el minimo en el segundo miembro de la igualdad se toma según todos los poli- 
nomios trigonométricos T „ de orden no superior a n. 


Si dg» 4,» bpn =l, 2, . . . ,son coeficientes de Fourier de la función f, se veri- 
fica la desigualdad E : 
2 
o y del | Ploddx, (55.49) 
2 di nox 
n=1 -T 


que lleva el nombre de Bessel”). 
DEMOSTRACIÓN. Sea 


A n 
T, 09) = E Y Apcoskx + B,senkx, 
k=1 
en este caso, abriendo los corchetes en la expresión 


| rW — TCP dx (55.50) 
y haciendo uso del lema 1 del p. 55.1 (en particular, la ortogonalidad del sistema tri- 
gónométrico), obtenemos 


T n 


T P 
| | Vw) — T, (Ol dx = (roa +r (E + y A? + Bi) - 
k=1 


-T -Tr 


* F. Bessel (1784 — 1846), matemático y astrónomo alemán. 
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n 


Ao f ST 
eeo) a Foddx + y A, | So9costas + 


-r k=1 -r 
T 


l 2 n 
+ B, | ssena | = [oar +r (E + y A2 + B?) - 


-T 


a T 
sd ES i D Ay — bB] Š [Awar + 
k 


= 1 kA 


(A, — a)? 
+| E i 2 Ar a9? + Be by] p 


k=1 
E og 24 p 
> a? +b2|. (55.51) 


k= 1 
De A Apep obtenida se ve que la magnitud (55.50) adquiere el valor mínimo 
cuando A) = ap Az = Ay Bj = by k = 1,2,... ,es decir, cuando T, (x) es la 


suma de Fourier S, (x) de orden n de la función f. La prime i 
. ra afi 3 
ma queda demostrada. f. Lap irmación del teore 


Si T,,(%) es la suma de Fourier de orden n, de (55.51) se desprende que 


T T 


` 2 n 
| V — S, (0? dx = | f œdx — r É + 2 a} + 0%] , (55.52) 


— 


de donde 


k=1 


E 


a? 
pesti s 


k=1 


Esta desigualdad es lícita para cualquier n natural. Pasando en la misma al limite 
para n — œ, obtendremos una desigualdad 


T 


2 aœ 
[reas -=r É + y al + 0%] > 0, 
e k=1 


la que, obviamente, es equivalente a la desigualdad (55.49). O 


De la desigualdad de Bessel se deduce . , 
tegrable la serie que para una función de cuadrado in- 


œœ 


a) Y 
9 2 2 
> + a; + b 


n= 1 
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converge. El término general de la serie convergente tiende a cero, por lo cual en el 
caso dado lím a, = lim b, = 0. 
n n — œ 


De este modo hemos establecido nuevamente que los coeficientes de Fourier 
tienden a cero (véase el p. 55.2), pero esta vez para una clase de funciones más est- 
recha (como lo indicamos al principio de este punto) que antes, a saber, para la clase 
de funciones de cuadrado integrable. 

En el punto 58.6 se mostrará que en realidad la fórmula (55.49) queda lícita con 
el signo de igualdad. Por ahora demostraremos este hecho sólo para el caso en que 
la función f es continua y 2-periódica. 

Teorema 12. Supongamos que la función f es continua en el segmento [—x, tl, 


fi" = f(T) Y Ap ap b, n= 1, 2,.. . ,son sus coeficientes de Fourier. En este 
caso se verifica la igualdad 
1 2 dx = a 2 b2 
F S x) g 2 T an + n’ 
-r n=1 


llamada igualdad de Parseval*). 

DEMOSTRACIÓN. Debido a la completitud en el sentido de aproximación media 
cuadrática del sistema de funciones trigonométricas (55.2) en la clase de funciones 
continuas que toman valores iguales en los extremos del segmento [— r, rr], siendo 
todo e > 0, existe para la función fun polinomio trigonométrico T(x) de cierto or- 
den k tal que 


T 


| VO — TON?dx < e. (55.53) 


-T 


1 

Gi 

Con arreglo al teorema 11 (véase (55.48)), para la suma de Fourier S, (x) del mis- 
mo orden k se cumple la desigualdad ; 


T k 


[ UG) — Sode | 1400 — TONA. 


-T 


De aquí y de las fórmulas (55.52) y (55.53) obtenemos: 


l 2 dx a 2 b2 < 
pS J œ)dx — ÓN as + bl <S 
n=1 


-r 


T 2 k 
| roar- ES y al + » | a 


= 21 GO — Sax < | LUCO — TO < e. 


T 


* M. Parseval (1755 — 1836), matemático francés. 


384 $ 55. Series trigonométricas de Fourier 


Por cuanto esta desigualdad es válida para cualquier e > 0, su primer miembro es 
igual a cero. OD 
Corolario. Cumplidas las suposiciones del teorema, tenemos 


T 


lím | VO) — S,() dx = 0. 
En efecto, en virtud del teorema 12, para n — œ el segundo miembro de la 
igualdad (55.52) tiende a cero. O 


55.10. CARÁCTER DE CONVERGENCIA DE LAS SERIES 
DE FOURIER. DERIVACIÓN DE LAS SERIES 
DE FOURIER TÉRMINO A TÉRMINO 
Analicemos la relación que existe entre las series de Fourier de una función y la 
derivada de ésta. 


Teorema 13. Sea f una función continua en el segmento | — x, 1], f(—m) = f(r) 
y supongamos que 


00 
a 
fo) -~ > + y a, cosnx + b,sennx. 
n=1 


Si la función f es continuamente derivable a trozos en el segmento [— x, x] (vé- 
ase la definición 1 en el p. 30.2), entonces 


00 


fo~ y —na,sennx + nb,cosnx, 


n=1 


es decir, la serie de Fourier de la derivada se obtiene de la serie de Fourier de la mis- 
ma función por derivación formal término a término *. 
DEMOSTRACIÓN. Sea 


00 
a 
+ ~ 0 
F0) a + y a, Cosmx + B, sennx. 
n=1 


Teniendo presente que f(x) = f(— xr) e integrando por partes, obtenemos 


1 
%o Aroa = 10) -= fm] = 0, 


a, = 


qe | FU) senntdt = nb, 
G 


-T 


lr (t)cosntdt = 20) cos nt 
K 


hei 


-T 


T 


1 
B, = z lr (()senntdi = f(t)sennt 


=x 


TT 


* Sin suposiciones algunas acerca de la convergencia de la serie de Fourier de la derivada. 
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-- | FO) cosntdt = mn, n=1,2.... 0 


Pasemos al estudio de la velocidad de convergencia de la serie de Fourier en de- 
pendencia de la suavidad de las funciones. Previamente demostremos el lema. 

Lema 7. Supongamos que la función f tiene en un segmento derivadas continuas 
de orden hasta k — 1 inclusive y una derivada continua a trozos de orden 
k(k > 1)9, con la particularidad de que 


Sr) = f(r), j=0,1,...,k—l, 


y sea 


00 
a 
fo~ a + y a, cosnx + b,sennx. 


n=1 


En este caso 
E E 
RA Bal E > n= 1,2,..., 


œo 
donde e,, > 0 y la serie y e? converge. 
n= 1 
DEMOSTRACIÓN. Al aplicar sucesivamente el teorema 13 k veces, obtendremos 
ao 
FOX) ~ y a, COSNX + B,SENAX, 
n=1 


donde o bien 
a, = nka,, Bp = nb, (55.54) 


o bien 
Én*a,, (55.55) 


== k 
0, = n*b,, 8, 


con la particularidad de que, según la desigualdad de Bessel, 


œo 1 FT 
Y a+ p< | UPON Par. (55.56) 
n=1 -r 
Pongamos £, = Va2 + ß2. En virtud de la desigualdad (55.56), la serie y £? con- 
verge. n=l 


* Decimos que cierta función tiene derivada continua a trozos en el segmento dado, si 
dicha función es continuamente derivable a trozos en el mismo (véase la definición 1 en el 
p. 30.2). De este modo, si la función tiene derivada continua a trozos en un segmento, puede 
suceder que en un número finito de puntos del mismo segmento ella no tenga en absoluto deri- 
vada. Por ejemplo, la función f(x) = Ixl en el segmento [— 1, 1] tiene derivada continua a 
trozos, mientras que en el punto x = 0 no la tiene. 


ar DAIAN 
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Si es lícita (55.54), se tiene 


n 


Val + 82 
lanl < a2 + B? E 
k > 

n 


3 
ES 


nk 
Análogamente, 


lb, 1 < Å, de doo 
De manera semejante esta estimación se obtiene para el caso (55.55). O 


Teorema 14. Supongamos que la función f tiene en el segmento [— rr, 1] deriva- 
das continuas hasta el orden k — 1 inclusivo y una derivada continua a Pra de or- 


den k(k > 1), con la particularidad de que fO(— r) = Wa), j 
k — 1. Entonces. la serie de Fourier de la función f converge o pe a 
mente en todo el segmento [—r, x] a la propia función f y 

SO- SENI < Mz 


donde m 7, = 0 ((n,) es una sucesión ca y S, (x; f) es la suma de Fourier 


de n-ésimo orden de la función f. 
De este modo podemos decir que en el segmento [— rr, m] se cumple uniforme- 
mente la estimación 


1 
FO) — Sy f) = o a J n= œ. 


Observemos preliminarmente que si {u} y [v 
negativos de tal indole que 


] son las sucesiones de números no 


Y 4 < +œ y Y Y” < +00, 


n=1 n=1 


00 00 go 
y UVA S | y u? | 3 y2, 
n=1 n=1 n=1 


En efecto, esta igualdad se obtiene inmediatamente, pasando al límite, de la des- 


N N N 
igualdad de Cauchy — Schwartz y UV, S | y ul | y v2 cuando 
n= 1 n=1 n=1 


N — œ (véase el p. 18.1 y 35.8*) (indiquemos que la desigualdad (55.57) es un caso 
particular de la desigualdad (35.33) del p. 35.8* para p = q = 2). 


DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 14. Sea 


entonces 
(55.57) 


1) 2 + Y 4,cosmx + bpsenmx, (55.58) 


m=1 


S. (5 f) =>2 + Y 4, Sos mx + b,, sen mx. 


1 
| 
| 
j 
j 
i 
4 
| 
| 
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mE 
m-t £t m 
Fig. 236 
Según el lema, i 
Em 
lal = AE < e (55.59) 
donde £, son de tal género que la serie 
Y E (55.60) 


m=1 


converge. 
Aplicando las desigualdades (55.57) y (55. 59), estimemos el resto r, (x) de la serie 


(55.58): 


Ir, œl = $  ap„cosmx + ua < 
m=n+1 
œ œ E 
< y la, 1 + 1D)! S 2 nk < 
m=n+1 =n +1 
ly 2 | i 2 
b E= (55.61) 
=n 
Pongamos 
Xy = En 
m=n+1 
Ya que la serie (55.60) es convergente, tenemos 
lím x, = 0. (55.62) 
ñ — œ 


a indiquemos que en el segmento [m — 1, m] se verifica la desigualdad 
m 


1 dx 
(fig. 236) y, por consiguiente, — —z € | pa Por esto 


m-l 


œ m ' +00 


<= 
y o a (a OoOo 
y mk" y xk > xk (2k - 1-1 


m=mx+1l m- 1 
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De este modo, de (55.61) se desprende la estimación 


1 
Ir (ol < 2 “n f ; 
neo 2k- 1 Vnk- i (55.63) 


2 SS 
=== Vx; en virtud de (55.62) lím y, = 0. Por 
vV% -1 ” no" 


y 


Pongamos, por fin, n, = 


ello, de la igualdad (55.63) obtenemos 


UA 1 
= 0 A 
1 1 
k--— k--— 

n 2 n 


Ir, (0) < 


y aquí el infinitésimo 1), NO depende del punto x. 

De conformidad con el corolario 4 del teorema 4 (el p. 55.4), la serie (55.58) con- 
verge hacia la función f(x), por consiguiente, rn) = F() — S, (x,.f) y, de este mo- 
do la convergencia uniforme de la serie de Fourier con la estimación mencionada 
queda demostrada. 


Su convergencia absoluta también se demuestra, puesto que hemos obtenido la 
estimación (véase (55.61) . 


la.) + Ib, 1 S 


m=n<+1 n 


de la que se deduce que la serie de Fourier de la función f no sólo es absolutamente 
convergente, sino que una serie formada de las magnitudes absolutas de sus térmi- 
nos y, más aún, una serie 


0D 


Y lapl + lbp 


m=1 


converge con la misma ““velocidad”” 25! O 
1 
n*7 7 
El teorema 14 enseña que cuanto más suave es la función J (es decir, cuanto ma- 
yor es el número de derivadas que tiene f), tanto mayor es la velocidad de conver- 
gencia hacia ella de la serie de Fourier. En este caso la desigualdad (53.63) hace po- 
sible estimar el error que se obtiene al sustituir la serie de Fourier por su n-ésima su- 
ma parcial. 
De este teorema proviene, en particular, para k = 1, que la serie de Fourier de 
toda función periódica de período 27, continua y continuamente derivable a trozos 
(véase el p. 30.2), converge uniformemente sobre todo el período hacia la misma 


función. 
Ejercicios. 11. ¿Será uniformemente convergente la serie de Fourier de la función 


Fx) = Ixl, -x <x < 1? ¿Convergirá uniformemente una serie obtenida por derivación 
término a término de la serie de Fourier de esta función? 
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12. Muéstrese que la serie de Fourier de una función continua periódica lineal a trozos (la 
definición de la función lineal a trozos véase en el ejercicio 6 del p. 19.7) converge hacia esta 


función uniformemente. o., 
13. Sirviéndose del resultado del ejercicio antecedente y del resultado del ejercicio 6, 


p. 19.7, demuéstrese el teorema 7 del p. 55.7 sobre la aproximación uniforme de funciones 
periódicas continuas mediante los polinomios trigonométricos. 


55.11. INTEGRACIÓN DE LAS SERIES 
DE FOURIER TÉRMINO A TÉRMINO 


En este punto se probará que las series de Fourier pueden integrarse término a 


término. 

Teorema 15. Sea f una función continua en el segmento [— r, T] y supongamos 
que co 
2o 4 y a, cosnx + b, sen nx (55.64) 


n=1 


es su serie de Fourier. Tenemos en este caso 
t t œ t 


| soar = | te y | (a, cosnmx + b,sennx)dx = 
0 0 


0 n=1 
slg an ennt + 92 (1 — cosnt), (55.65) 
2 n n 
n=1 

ie que figura a la derecha converge uniformemente. 
k ge po la afirmación sobre la convergencia (incluso de la convergencia 
uniforme) de la serie (55.65) tiene lugar sin suposiciones algunas sobre la conver- 
gencia de la serie de partida (55.64). 

DEMOSTRACIÓN. Examinemos una función 
RS 


FW) = | | fw- | dx. (55.66) 


: . 

Esta función es continua en el segmento [— 7, rr] y tiene en éste una derivada conti- 

a 
nua F (1) = f) — E y 

F(a) — F(-7) = | f0dax — ray = 0. 
Por eso, en virtud del teorema 14, su serie de Fourier converge hacia ella y, además, 
uniformemente. Designemos sus coeficientes de Fourier mediante Ay, Am» Bj» 
n= 1,2,... . Entonces, en vista de lo dicho 


F(t) = En + y A, cosnt + B,sennt. (55.67) 


n=1 
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Hallemos los coeficientes de esta serie. Integrando por partes, obtendremos 


T 


sen nt 


n 


-T 


1 
A, =- | F(t)cosntdt = 1 FA 
T T 


1 
- 2) [o -%] ld E EE a O 
na 2 


Por analogía, 
Byam n=1,2.... 
Para hallar A pongamos en (55 .67) t = 0. Al notar que F(0) = 0, obtendre- 
mos 


00 


E 00 
o 4 A, = 0, de donde de Dr 
2 2 n 


n=1 r] 


Así pues, 


oo 


b 
F(t) = ĉn sennt + — (1 — cosnt). 
y n n 


n= 1 


De aquí y también de (55.66) proviene precisamente la fórmula (55.65) y la con- 
vergencia uniforme de la serie (55.65) es el resultado de la convergencia uniforme de 
la serie (55.67). O 


en nx 


Problema 36. Demuéstrese que la serie trigonométrica convergente no es 


n= 2 Inn 


una serie de Fourier de ninguna función absolutamente integrable. 
T 
Indiquemos que si f f@œ)dx = 0y, por ende, a, = 0, entonces como resultado 
TY 
de la integración término a término de la serie de Fourier de la función f se obtiene 
de nuevo una serie de Fourier de cierta función F, a saber, como se deduce de lo de- 


mostrado, 
x 


Ro) = |fOdt. 


0 


Dado que para cualquier función primitiva $ de la función f, continua en el seg- 
mento [—r, 7r], es válida la fórmula de Newton — Leibniz 
b(a) - dm) = | far, 


-K 


, 
H 
| 
f 
| 
} 
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la condición f f00dx = O será equivalente a que todas las funciones primitivas de 


f toman en los extremos del segmento [— r, 7] valores iguales. 


55,12 SERIES DE FOURIER PARA EL CASO 
DE UN INTERVALO ARBITRARIO. NOTACIÓN COMPLEJA 
DE LAS SERIES DE FOURIER 


La teoría de las series trigonométricas de Fourier de las funciones 21 -periódicas 
se extiende fácilmente al caso de funciones periódicas de cualquier periodo 2/. Para 


ello resulta suficiente aplicar el segmento [—1, N sobre el segmento [— r, 7] median- 
te la aplicación lineal: 


y= 7% -=I1<x<l, -T [Ş[YST, 


y el problema se reducirá al caso ya considerado. Se denomina serie de Fourier de la 
función f de período 2/ respecto de la variable de partida x una serie de la forma 


œ. 


nx nax 
%4 a,cos —— + b,sen ——» 
2 l l 


n=1 
donde 


l 
1 t 
a, = z | fdt, a, => | f()cos — dt, 


-l -=I 
l 


1 nrt 
bn 5 (Osen Ta n= Ll 2... 
-l 


En particular, si la función f es par, se tiene 


sa e 
MU 3 a Cos — 
n=1 
donde i 
| socos Tas n=01L 2... 


0 


a. = 


y si f es impar, entonces 
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donde r 


2 t 
b, ¿05077 a n= 1,2,.... 
0 


Como conclusión, indiquemos, además, la así llamada notación compleja de las 
series de Fourier que es de uso frecuente en las matemáticas y sus aplicaciones. Sea 


oo 


a 
FO) - > + ) a, cosnx + b sennx. (55.68) 
n=1 
Como se sabe (véase el p. 37.6), 
1 ; 3 
= — (e 5% 
cos nx > (e™ + em (55.69) 
Pai i 
= — (ei po nxi _ —nxi j 
sen nx F (e e7 "x= 5 (e — gra (55.70) 


Al sustituir (55.69) y (55.70) en (55.68), obtendremos 


a 1 a > | ; 
Fx) ~ z + y p (a, — b, ¿Jer + 3 (a, + b, ¿Je 


n=] 


Suponiendo 
na a ad 1 
0= >> Ca = (a, — BD), C_p = 5 (a, + b.i), 
tenemos 
so~ Y ce”, (55.71) 
n= ~œ 
donde, evidentemente, Cia =p n=1 2 .... Al recordar que 


cosa+isena = e+! (véase el p. 37.6), tendremos 


T 


1 1 r ; 
(a, — b,) = S (ocos — isennx)dx = — [roez rsar o, 
T 2r 


Íx -x 


SE, 
E 


1 ; 
(a, + b,D = E (rensas, O ET 
K 


o bien, al reunir ambas fórmulas y añadir el caso de n = 0, 


T 


1 ; 
C, = a [reas n=0,+1,+2,... (55.72) 


-7 


ds 
-n => 


*) Véase en el p. 54.6 la definición de la integral de una función de valores complejos. 
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Al sustituir (55.72) en (55.71), obtendremos 


+00 xr 


FO) - Bl y er poema (55.73) 
2r 


n= —o =T 


Así pues, hemos escrito la serie de Fourier en la forma compleja y se han obteni- 
do las expresiones para sus coeficientes. 

Sólo nos resta aclarar el concepto de convergencia de la serie de forma (55.73). 

Se denomina suma parcial de n-ésimo orden de la serie 


+0 
y. a (55.74) 
ji n= —00 
la suma S, = y Zą¿ La serie (55.74) se llama convergente, si existe 
k= ~n 
S= m Sp en este caso S se denomina suma de la serie y se escribe 
+00 
S= y Zy 
n= —œ 


§ 56. INTEGRAL DE FOURIER 
Y TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 


56.1. REPRESENTACIÓN DE UNA FUNCIÓN EN FORMA 
DE LA INTEGRAL DE FOURIER 


Supongamos que la función f es absolutamente integrable en todo el eje real. 
Escribamos para ella una integral, correspondiente, en cierto sentido, a la serie de 
Fourier en la que la sumación según el índice n se ha sustituido por la integración 
respecto de cierto parámetro: 


| [a(y)cosxy + b(y)senxy]dpy, (56.1) 
0 
donde de 
ay) = I | f(Ðcosytdt, (56.2) 
T 
bo) = 1 | F(6) sen yt dt, (56.3) 
T 


— 0 


Las fórmulas (56.2) y (56.3) recuerdan las fórmulas para los coeficientes de 
Fourier. 
Definición 1. La integral (56.1) se llama integral de Fourier de la función f. 

Substituyendo (56.2) y (56.3) en la integral (56.1), transformemos esta última del 
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modo siguiente: 
+00 


| [ab cosxy + b(y)senxy]dy = 
0 


+0 +00 
i i 
=— f dy | F(D(costycosxy + sen tysenxydt = 
T 
0 —o00 
+00 +00 
1 
=— l dy | Fl) cos y(x — tdt. (56.4) 
T 
0 — 00 


Así como la suma de una serie de Fourier de una función es igual, en ciertas con- 
diciones, a la misma función, la integral de Fourier representa también la función de 
partida. 

Teorema 1. Supongamos que 

1) la función f es continua a trozos en cada segmento finito y absolutamente in- 
tegrable en toda la recta real; 

2) en el punto x existe una derivada a la derecha f(x) y una derivada a la iz- 
quierda f| (x). Entonces, para el punto citado x se verifica la fórmula 


fu + Ye -=0_1 | dy | f() cos y(x — tdt. (56.5) 
T 
0 — o 


La fórmula (56.5) lleva el nombre de Fourier. 
DEMOSTRACIÓN. Consideremos una integral 
+00 


S(n) = z | dy | fit) cosy(x — Hat, (56.6) 
T 
0 


donde y > 0, y x es un punto fijo en el que existen derivadas unilaterales f, (x) y 


F.00. 


Es obvio que la integral de Fourier 


L | dy | f() cos y(x — tdt (56.7) 
T 
0 — 0 


será el límite para la función (56.6) cuando y — +œ, es decir, S (y) es en este sentido 
un análogo de las sumas parciales de las series de Fourier. 

De conformidad con el teorema sobre la integración de integrales dependientes 
de un parámetro (véase el p. 53.1), para todo número ¿ > 0 tenemos 


n ¿ ¿ n 
| dy | feos y Qe — dt = (Odi | cosy — dy = 
0 -E -é 0 ¿ e 
= 70 senn — D a (56.8) 
Z; x—t 
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En efecto, ya que la función f(t) es continua a trozos, sirviéndonos de las rectas 
paralelas al eje Oy, podemos dividir el rectángulo —-¿ <1<E,0< y < y, en 
un número finito de rectángulos, en cada uno de los cuales la función 
Ft) cos y (x — t) ya será continua, como función de dos variables, hasta la frontera 
(si en la frontera de los rectángulos mencionados por valores de la función fse to- 
man, cuando sea necesario, sus límites unilaterales, es decir, f(t + 0) o bien 
f(t — 0)). Al aplicar el teorema 3 del p. 53.1 a todo rectángulo y sumar los resulta- 
dos obtenidos, obtendremos precisamente la fórmula (56.8). 

De la desigualdad obvia 


If (1) cosy (e — t) < I/91 


+0 
y de la convergencia de la integral | 1f(0)| dt proviene la convergencia unifor- 


— 00 


me, en el segmento [0, 7] respecto del parámetro y, de la integral 
+0 


FO) = | f(D)cosy(x — tdt, (56.9) 


— 00 


es decir, : 


FO, E) = [fcosy(x — Dal 
-4 


tiende al límite (56.9), para £ — +œ, uniformemente en el segmento [0, n]. 

Luego, la función F(y, £) es continua respecto de y. Efectivamente, la función f 
está acotada en el segmento [— E, El: Iİ < M, —£ < t < E. Designemos 
con w(5) el módulo de continuidad de la función cosy(x — f), 0< y < y, 
—E < t < £. Entonces, lím w(ô) = 0, y, por eso 


IFỌ + Ay, E) — FO, E)! <s 
E 
< | IDI [cos (y + Ay)Mx — £) — cosy(x — £)l dt < 2MEw(Ay)— 0 
-¿ 
cuando Ay — 0. 
En virtud del teorema 2 del p. 53.1, en el primer miembro de la igualdad (56.8) 
podemos pasar al límite bajo el signo de la integral para ¿ — +00, 


Como resultado tendremos 
+œ 
senn (x — t) 


Str) => | 70 
T x—t 


— 00 


dt. 


n 
Esta integral es finita, pues (véanse (56.6) y (56.9)) es igual | F(y)}dy, donde la 
0 
función F(») es continua como un límite, para ¿ — +œ, de una familia de fun- 
ciones F(y, E) convergentes según y. 
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La integral S(n) es un análogo de la integral de Dirichlet para las series de 
Fourier. Al poner u = t — x (compárese con (55.17)), obtendremos 


+œ 0 +œ 
E 
y realizando en la primera de ellas la sustitución u = —+f, obtenemos 
+0 
1 
Sm) = a f LO +1) +f- m dt. 
0 
Al recordar (véase el p. 54,4) que para y > 0 
+o 
| sen nt dt = T , 
t 2 
0 
obtenemos 
E+O0+/=0) 1 Č 
so -=M | TEDES CED EATE 
T t > 
0 
+œ 


- Fæ +0) + fæ- 092 | sni a 
T t 


0 


1 (O fA+ 0 f0+0) P 
> BM” OS senyidt + 
0 
A Jo 
+- | PEI sd. (56.10) 


0 


Consideremos, por ejemplo, la primera inte segun 
5, , gral que figura en el d 
miembro de esta igualdad. Dividámosla en dos integrales: j 


pu 


Por cuanto 


im LADIES 


t— +0 t 


= £,00, 
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x+0)-f(xx+0 , . . 
PRE Leda eD es una función continua a trozos de la variable f en el 
t 


segmento [0, 1], por lo cual, en virtud del teorema 2 del p. 55.2. 
i > 


EA 
t 


lím 


n= +o 


fa + 
t 


sen yt dt = 0. (56.11) 


La función ) es también continua a trozos en cualquier segmento del semieje 


t > 1, y, como 
< If + Dl, 


fax + 2 
t 

se tiene 

+00 


l 


+ 00 +00 +00 


pz Mas < | fœ + )idt = | Lf(5)lds < | IfOlds < +00, 
1 x +1 


— 00 


fa +t) 


es decir, es absolutamente integrable en este semieje,y, por lo tanto, en vir- 


tud del mismo teorema. 


+o 


t 
lim | AO RO (56.12) 
n= +0 t 
1 E 


e 
Por fin, de la convergencia de la integral f sii dt (véase el p. 33.6), al reali- 
x 
0 


zar el cambio de la variable u = nf, obtenemos 


+œ +00 
lím | fœ +0) enntdt = f(x + 0) lim | SENU a =0. (56.13) 
n= +0 t y +0 u 
1 n 
De (56.11), (56.12) y (56.13) se deduce que 
+œ 
lim ES | Sæ + -fato senntdt = 0. 
y — tor t 
De modo análogo se demuestra que i 
+0 
lím l | fæe-9-f&-0 senntdt = 0. 
n— +o r t 


De aquí, en virtud de (56.10), obtendremos 
0) + — 0 
O E 


n= +00 2 
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Por cuando el límite en el primer miembro es igual a la integral de Fourier (56.7), la 
igualdad (56.5) queda demostrada. O 

Los requisitos impuestos sobre la función en este teorema pueden debilitarse al 
exigir, por ejemplo, que la función sea absolutamente integrable en todo el eje nu- 
mérico y satisfaga en todo punto la condición generalizada de Hólder. No lo hemos 
hecho para hacer la demostración más simple (compárese con la demostración del 
teorema 4 y sus corolarios en el p. 55.4). 


Ejercicio 1. Demuéstrese que si la función f es, en adición a las restricciones impuestas 
sobre ella en el teorema 1, par o impar, entonces quedan válidas las siguientes fórmulas: para 


una función par 
+0 


+œ 
| cos yx dy | F() cos yt dt, 
0 0 


Fx +0) + f(x 0) 2 
; = 


3 


para una función impar 
+00 


+0 
Fx + 0) + f(x — 0) 5 2 | sen yx dy | F(0) sen yt dt. 
0 0 


2 


3 


56.2. DIFERENTES FORMAS DE NOTACIÓN DE LA FÓRMULA 
DE FOURIER 


Para simplificar las notaciones se considerará en adelante que la función fes ab- 
solutamente integrable en todo el eje numérico R y en todos los puntos de éste es 
continua y tiene derivadas unilaterales. En este caso para cualquier x e R, de acuer- 
do con el teorema 1, resulta lícita la fórmula de Fourier 

+0 +0 


1 
Fx) =-— l dy | Ft) cosy(x — t)dt, 
T 
0 —o 
y, por cuanto la función subintegral es par respecto de la variable y, entonces 

+0 +00 

1 

FO) = F f dy f Ft) cos y (x — t)dt. (56.14) 
NT 


Por ser obvia la desigualdad 
IO) seny(x — Dl < IOI, 


siendo vigentes las restricciones impuestas-sobre la función f, existe también la in- 
tegral 


f fOseny — Dat, 


— 00 


con la particularidad de que, en virtud del criterio de Weierstrass (véase el p. 54.1), 
converge uniformemente en todo el eje numérico de la variable y y, por consiguien- 
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te. es una función continua de y. Por eso para cualquier número 7 existe una 1n- 
tegral 


+0 


dy | £Oseny(x — Dat, (56.15) 


-n — o 


y es, además, nula, puesto que la función subintegral es impar respecto de y. Sin En 
bargo asumidas las suposiciones referentes a la función f, no se puede garantizar 
existencia de la integral impropia 


| ay | fOseny(x — tdt. (56.16) 


Para obtener las fórmulas necesarias, hemos de introducir una generalización más 
del concepto de integral. 


56.3. VALOR PRINCIPAL DE UNA INTEGRAL 


Introduzcamos la siguiente definición. l SEN 
Definición 2. Sea y una función integrable en cualquier segmento finito. Si exis 


te un límite finito 3 


lím | ebdax, 7 > 0, 


q +o- 
+0 
se denominará valor principal de la integral f e0dx y se designará brevemente 
v.p. Da ? 
v.p. | eldax Z lm | ebJax. (56.17) 
SS 


- 00 -n 


Subrayemos que la diferencia de esta definición de la que caracteriza una in- 
tegral impropia 1 e (dx, en el sentido de la definición dada en el p. 33.1, consiste 
M que para la pa e, integrable en cualquier aid finito, la integral 
i px se definía como un límite de las integrales J20% cuando tendían 
independientemente ¿ hacia — œ y n hacia + œ. En el caso que se considera ahora 

n 
sólo se exige la existencia del límite de las integrales citadas f ẹ(x)dx para un ca- 


E 
so particular en que = -n yn — +o. 


De este mismo modo se determina también el valor principal de la integral 
impropia en un punto: supongamos que a < € < b y la función y es integrable se- 
gún Riemann, para cualquier € > 0, en los segmentos (a, c—e] y [c + £, b] (se su- 
pone, naturalmente, quea < c — EycC +eE< b); entonces el valor principal de la 
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b 


integral | e (x)dx en el punto c se determinará mediante la fórmula 
a 


b C-E 
v.p. | p¢9dx = m Í | eedax + 


a 


oca | x 


c E 


A veces, cuando ello no pueda llevar a las equivocaciones, la integral en el sentido 
del valor principal se designa simplemente con el simbolo integral, omitiéndose las 
letras v.p. 

Si para una cierta función existe la integral impropia, dicha función dispone 
también del valor principal de la integral y éste coincide con la integral impropia de 
la función. Lo recíproco no es cierto: para una función puede existir (y, por consi- 


guiente, ser finito) el valor principal de la integral, mientras que la integral impropia 
es divergente. 


+0 1 A 
a t dx 
Por ejemplo, las integrales l xdx y | — no existen como impropias, no obs- 
x 
-%0 -1 


tante existen en el sentido del valor principal, el cual en ambos casos es igual a cero. 


56.4. NOTACIÓN COMPLEJA DE LA INTEGRAL DE FOURIER 


5 Volveremos a la fórmula de Fourier (56.14) y la escribiremos en otra forma, sir- 
viéndonos del concepto de valor principal de la integral. Puesto que la función sub- 


integral en la integral (56.16) es impar respecto de y, con arreglo a la definición 
enunciada del valor principal de la integral, tenemos 
+œ +00 


v.p. | dy | F(t) sen y(x — dt = 0. (56.18) 


— o -œ 


Al multiplicar ambos miembros de esta igualdad por E y sumar con la integral 


T 
(56.14), obtendremos 
+00 +0 
1 , 
IOS | dy | fue = Dat, (56.19) 


donde la integral exterior se entiende en el sentido del valor principal. La fórmula 
(56.19) lleva el nombre de notación compleja de la integral de Fourier. 


56.5. TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 


Si ponemos 
+0 


1 ; 
$ = — yt 
0) 5 | fe" ldt, 


— œ 


la fórmula (56.19) tendrá por expresión 
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+0 
1 
JO) = v.p. — | $ Ne” dy. (56.20) 
VIr 
-— Definición 3. La función $ que se pone en correspondencia con la función f por 
la fórmula +0 
1 , 
$ (y) = v.p. — fe "dt, (56.21) 
v2r | 


— 00 


se denomina transformación de Fourier de la función f y se designa F [f] o bien f. 
En esta definición f(t) es, en el caso general, una función de valores complejos 
del argumento real. Notemos que la función $ = F[f] puede adquirir valores esen- 
cialmente complejos incluso cuando la función f toma sólo valores reales. 
La transformación de Fourier está definida, en particular, para todas las fun- 
ciones absolutamente integrables. Por ejemplo, empleando para la transformación 
de Fourier de la función fla designación f, podemos escribir la fórmula (56.20) en 


la forma 
+0 


1 
= y.p. —- PY dy. i , 
FX) = v.p TF | foe ly (56.20) 


-%0 


Esta fórmula permite restablecer la propia función f, si se sabe su transformación de 
Fourier f. Se denomina fórmula de inversión. 


Definición 4. La función Y que se pone en correspondencia con la función f me- 
diante la fórmula - eS 


1 ; 
Y (y) = v.p. — De? dt, 56.22 
0) = v.p TF | fue ( ) 


— œ 


se llama transformación inversa de Fourier de la función f y designa por F 114. 

La transformación de Fourier y la transformación inversa de Fourier están defi- 
nidas en un conjunto de funciones, para las cuales las integrales (56.21) y (56.22) 
existen en el sentido del valor principal. Este conjunto contiene dentro de sí, en par- 
ticular, el conjunto de todas las funciones absolutamente integrables en todo el eje 
real, para las cuales las integrales en las fórmulas (56.21) y (56.22) pueden entender- 
se como integrales impropias ordinarias y no sólo como integrales en el sentido del 
valor principal. El término “transformación inversa de Fourier” se justifica por lo 
que la transformación F 7? convierte la transformación de Fourier F. Con más pre- 
cisión, es válido el siguiente lema. 

Lema 1. Si una función f, continua y absolutamente integrable en todo el eje, 
tiene en cada punto derivadas unilaterales finitas, entonces 


FUE = FIFUN = f. 


DEMOSTRACIÓN. La primera fórmula de inversión, es decir, la fórmula 
F-1[F[A] = f es simplemente otra notación de la fórmula ya demostrada (56.19). 


26--64909 
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Probemos la validez de la segunda fórmula de inversión. Por cuanto el coseno 


es una función par, podemos en (56.14) cambiar de lugares f y x; 
+00 +00 


A f dy f fA cosy — DA, 
f 2r 


— 00 


y, por ser impar el seno (compárese con (56.18)), 


v.p. | dy | SOseny( — xy)dt = Q. 


Por eso, a la par con la fórmula (56.19), tenemos también 


FO) arak f dy f fume - dt, 
; 2r 
o bien | +00 +œ 
1 1 ; 
y o DeWY dt | e gy, 
FO) a [z | o |. ly 


donde la integral exterior se toma en el sentido del valor principal. Esta fórmula 
puede ser escrita en la forma 


FIFA) = f. O 


Indiquemos que la validez de las fórmulas de inversión puede demostrarse tam- 
bién para restricciones más débiles impuestas sobre la función en comparación con 
aquellas que prevén la existencia en cada punto de las derivadas unilaterales. 

Lema 2. Supongamos que para las funciones f, y f, existe la transformación de 
Fourier (la transformación inversa de Fourier, respectivamente). Entonces, cuales- 
quiera que sean los números ^, y »,, para las funciones Af, + A, también existe 
la transformación de Fourier (la transformación inversa de Fourier, respectivamen- 
te), con la particularidad de que 


FAS, + AL) = MF] + FEV) 
(EDS, + M1 = MET MUA] + AFU], respectivamente). 


Esta propiedad lleva el nombre de linealidad de la transformación de Fourier (de 
la transformación inversa de Fourier, respectivamente). Ella proviene inmediata- 
mente de la linealidad de la integral y de las fórmulas (56.21) y (56.22). 

Corolario. F[0) = F7*[0] = 0. 

En efecto, por ejemplo, 


F[0] = F[O:0] = 0:F[0] = 0. 


Esta última propiedad se deduce, naturalmente, asimismo de las fórmulas (56.21) y 
(56.22). 
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Lema 3. La transformación de Fourier F, al igual que la transformación inversa 
de Fourier F- t, son las aplicaciones biuntvocas de un conjunto de funciones conti- 
nuas absolutamente integrables en todo el eje real, que tienen en cada punto deriva- 
das unilaterales, en otro conjunto de funciones, para las cuales las integrables 
(56.21) y (56.22) existen en el sentido del valor principal. 

DEMOSTRACIÓN. Es suficiente demostrar sólo la biunivocidad de las aplicaciones 
Fy F7 1, puesto que lo demás ya ha sido demostrado más arriba. Demostremos, por 
ejemplo, la biunivocidad de la aplicación F. Sea F[f,] = FU]; entonces 


FMF) = FMF) 
De aquí, de acuerdo con el lema 1, se desprende que 
S p= $. 2: O 


En todo caso la transformación de Fourier está definida para las funciones abso- 
lutamente integrables. En los puntos que siguen se estudiarán las propiedades de es- 
ta transformación. Más adelante aún se mostrará como la transformación de 
Fourier se generaliza a las clases más amplias de funciones, a saber, a las funciones 
de cuadrado integrable (el p. 58.7*) y las así llamadas funciones generalizadas. 
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Hallemos la transformación de Fourier f de la prolongación par de la función 
e7% q > 0, desde la semirectax > 0 a toda la recta numérica, es decir, hablando 
sencillamente, la transformación de Fourier de la función fo) = e %*!, 
-œ <x < +00; 


+00 - 
1 . 
$0) = e | ea lx e- dx = 
T 
k 0 +00 
1 y 1 ; 
SÁ | e%e PY dx + — | e” Ue" PY dx = 
27 v2r ) 
+ 00 + 00 
A | e-a- bxde + \ ¿a+ tray = 
VIr ) VIz 
0 


1 l 1 2 a 
= + F == . 
Vir Na—iy a+iy ral + y? 


La aplicación de la transformación inversa de Fourier a la función 
obtenida da la función de partida 


+0 


1 2 
ee s | Ez „edy, x> 0. 
K ta + y 


26* 
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Recordando que e?” = cosxy + ¡senxy y notando que, en virtud de que la fun- 


+0 
ción subintegral de la integral S dy = 0 obtendremos 
a? + y? 
+œ +0 
e. a COS xy 2a COS xy 
e” ax d E d , X > 0. 
F mE T | PE 7 
-œ 0 


Hallemos ahora la transformación de Fourier f de la prolongación impar de la 
función e” %, a > 0, desde el semieje positivo x > 0, es decir, la transformación de 


Fourier de la función 
e x>o0, 
fœ) = f B 


e” x<0. 
Tenemos 
0 +00 
1 ; 1 4 
10) E (ee dx + — e 2e dx = 
Van | V27 i 
To A 


zd ( S 1 2 po. 
PAE aek = — — -n L 
27 a—iy a+iy mal + y? 


Al aplicar nuevamente la fórmula de inversión de la transformación de Fourier, ob- 
tendremos 


+00 +0 


— l 2 y : 2 ysenx 
e7% = — - | i | edy = £ y 
V2r | ( Fz) K | PEO A x>0. 
A A 


Así pues, hemos logrado no sólo hallar la transformación de Fourier de las fun- 
ciones en consideración, sino también obtener directamente de la fórmula de inver- 
sión (56.20”) los valores de dos integrales 


COS Xy T 
E Te *, x2 0, 

| a+ y? 2a á 
0 
+00 

y senxy x 

mn g = e > a 
| a? + y? ? =a ERY 
0 


Estas últimas se llaman integrales de Laplace. 


56.7. PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES 
DE FOURIER DE LAS FUNCIONES ABSOLUTAMENTE INTEGRABLES 


En este punto y en los que siguen serán consideradas algunas propiedades de la 
transformación de Fourier de la función f, la cual se designará, como hasta ahora, 
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mediante F o F[/). Se supondrá, además, que la función f toma, en el caso general, 
los valores complejos, mientras que su argumento es, como siempre, real. 

Lema 4. Si la función f es absolutamente integrable en todo el eje numérico, su 
transformación de Fourier $ (9) está acotada en todo el eje, con la particularidad de 
que ; 


+00 
1 
PO < — Ifl dx. 56.23 
Van | ( ) 
Corolario. Si una sucesión de las funciones absolutamente integrables f,(o), 
n =1,2,... , y una función absolutamente integrable f(x) son de tal género que 
+œ 
lím | 14,00 -ldx = 0, 


entonces la sucesión Ê, O) converge uniformemente en todo el eje numérico hacia 
la función $0. 


DEMOSTRACIÓN. La desigualdad (56.23) se infiere de la fórmula (véase (56.21) 
+œ 


1 : 
Jo = — | fue va, (56.24) 
v2r | 
si se tiene presente que le Y! = 1. O 
El corolario se deduce inmediatamente de la desigualdad (56.23) y la linealidad 


de la transformación de Fourier, pues 
+0 


to-for=1,04 701 < 2 | O -Ald O 
[== Un (562327 n ' 
Lema 5. Si la función f es absolutamente integrable en todo el eje numérico, su 
transformación de Fourier $ (y) es continua y 
lim fO) =0. (56.25) 


y~- +o 


DEMOSTRACIÓN. Sea f(x) = uxw) + iv(x%), donde u(x) y vo ) son unas funciones 
reales absolutamente integrables. Por cuanto f(x) = u(x) + iv(x), para demostrar 
la continuidad de la función f(y) es suficiente demostrar la continuidad de las fun- 
ciones u © y vò). Aquí u(x) y v(x) son, como siempre, las funciones de valores re- 
ales de un argumento real, mientras que u(x) y vx) son, en el caso general, fun- 
ciones de valores complejos de un argumento real. 

De acuerdo con el lema 2 del p. 55.2, para cualquier función f(x), que es real y 
absolutamente integrable en todo el eje, existe una sucesión de funciones escalona- 
das finitas p, (x), n = 1, 2,... , tales que 

+ 00 


lím | le, - Jœldx = 0. 


n — œ 


00 
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En virtud del corolario 4, la sucesión o, ()) converge uniformemente hacia la fun- 
ción f (y). Para convencerse de que la función fO) es continua , es sufuciente de- 
mostrar que las funciones p, (y) son continuas (véase el teorema 8” en el p. 36.4). 
Mostrémoslo. Toda función escalonada finita es una combinación lineal de fun- 
ciones de un solo escalón (véase el p. 55.2), con más precisión, de funciones 
características de los semiintervalos de tipo [a, b). Por eso, debido a la linealidad de 
la transformación de Fourier, la continuidad de la función Ê será demostrada, si 
probamos que para la función característica de cualquier semiintervalo [a, b) su 
transformación de Fourier es continua. 

Sea w una función característica del semiintervalo [a, b), es decir, w(x) = 1, si 
as<x<b,yw(x) = 0,six<aó x > b. Entonces, en virtud de (56.21), para 
y + 0, tenemos 


b b 
A 1 ; 1 : 
w(y) = — | e” dx = —- e PY d(—ixy) Z 
a) -zl 
l IA oE eS 
y V2r aa y V2r 


En el caso de y = 0, en vista de la misma fórmula (56.21), 
A ; 


so = | a 


v27 v2w 
Así pues, 
i e by eS ela 
E e EN 
A y V2x 
wQ) = 
v2r ' 


Es evidente que el segundo miembro de esta igualdad es una función continua para 
cualquier y + 0. Probemos que es también contińua cuando y = 0. 


A O E 
y0 W2r VIa» -oy EOU 
; lo, o) b-a 
( iay + o())) z a | a + E | F 


es decir: la función o) es realmente continua en el punto y = 0. 

De este modo queda demostrada la continuidad 2n todo el eje numérico de la 
transformación de Fourier f de una función f absolutamente integrable en todo el 
eje numérico que toma valores reales. De aquí, según lo dicho anteriormente, pro- 
viene inmediatamente la continuidad de la transformación de Fourier f de la fun- 
ción f = u + iv absolutamente integrable en todo el eje numérico, es decir, de una 
función que, en el caso general, toma también valores complejos. 
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La igualdad (56.25) se infiere del teorema 2, p. 55.2. En efecto, supongamos 


nuevamente al principio que la función f es absolutamente integrable en todo el eje 


numérico y toma sólo valores reales, entonces 
+ 00 


1 : 
E (x) cos xy dx — i | 160senxyek | > 
fo) =l | i J 


— 00 


donde, en virtud del teorema citado, las partes real e imaginaria y, por consiguiente, 


la propia función fo) tienden a cero cuando y — +00, E 
Ahora, si f= u + iv, entonces, segun lo demostrado lím u(y) = 


y~ +0 


= lím YO) = 0, por consiguiente, lím fo) =0. 
y— +0 y— +œ 


56.8. TRANSFORMACIÓN DE FOURIER DE LAS DERIVADAS 


Teorema 2. Supongamos que una función f, absolutamente integrable en todo el 
eje numérico, tiene n derivadas absolutamente integrables y continuas en todo el 


eje. Entonces, 


FY“ = FV], k=0,1,...,n, (56.26) 
y existe una constante M > 0 tal que 
IF) < EN y (56.27) 
ly”! 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos primero que la función f admite sólo valores rea- 
les. Si f es absolutamente integrable en todo el eje junto con su derivada f’ y esta de- 


rivada es continua, entonces 
X 


$0) =f + |f Mar. 
0 


Dado que la integral | If (£) | dt converge de conformidad con la hipótesis del 


— 00 
+0 


teorema, entonces converge también la integral f f’ (Odt, par lo cual, en virtud de 


— o $ 


la definición de convergencia de una integral, existen los límites Am | f (Dd y, 
0 


por consiguiente, los límites lim f(x). Además, de la convergencia de la integral 
Xx tœ 


+0 
| f(O dt se deduce que los límites citados son iguales a cero: lim f(x) = 0. Al 


x— +50 
— 00 


aplicar la integración por partes a la fórmula de la transformación de Fourier, ob- 
tendremos: 
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1 
F E A BY dx = 
UN v2r | f Si +œ 
E = l e» ij + D f fe dx = iy FI 
V2r o VA l 


Lo 
De este modo, la derivación de una función conduce a la multiplicación de su 
transformación de Fourier por el factor iy. 
Si ahora f = u + iv, donde u y v son funciones reales, y esta vez de nuevo f es 
absolutamente integrable junto con su derivada f = u’ + iv” y esta última es con- 
tinua, entonces 


FY] = Flu + iv] = Flu] + iF[v'] = iyFlu] — yFlv] = 
= ¡yFlu + iv] = iyF[/. 


La fórmula (56.26) queda demostrada para n = 1. Para n arbitrario ésta se ob- 
tiene por inducción. 
La función F[f] está acotada (véase el lema 4), por lo cual la cota superior 


M = sup FIFW] es finita y, por consiguiente, la estimación (56.27) se 
Iv +00 


desprende de la fórmula (56.26) para k = n. O l 

Así pues, cuanto mayor es el número de las derivadas absolutamente integrables 
que tiene la función f, tanto más rápido tiende a cero en el infinito su transforma- 
ción de Fov: ier. 

Ha de nc arse que el teorema 2, al igual que su demostración, quedan en v : pr 
también en el :aso cuando la derivada de n-ésimo orden de la función en considera- 
ción no es continua, sino que tiene un número finito de discontinuidades de primera 
especie (véase el p. 5.1), conservándose sin cambios otras suposiciones. En efecto, 
en el caso dado la derivada citada es, en cualquier segmento finito, una función con- 
tinua a trozos (véase el p. 28.3) y por esta razón la integración por partes, a la que se 
recurre en la demostración, es lícita (véanse los pp. 30.2 y 33.2) 


Ejercicio 2. Demuéstrese que la transformación de Fourier F (y) de la función 


1 1 
Fx) = ——---esigualaO [| — ) cuando y — oo, 
1 + 1x1? y 


56.9. CONVOLUCIÓN Y TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 


Supongamos que las funciones y y y están definidas en todo el eje real. En dife- 
rentes problemas matemáticos se emplea a menudo la así llamada convolución de 
las funciones y y y, la que se designa por p + y o, si x es el argumento de la convolu- 
ción, mediante (p * Y) (x) y se determina con la igualdad 

+00 
VVO = | ete- nar. (56.28) 

En este punto supondremos, para simplificar, que las funciones en considera- 

ción ¢ (t), Y(t), x(t) admiten sólo los valores reales. La integral (56.28) existe a cien- 
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cia cierta, si ambas funciones están acotadas y son absolutamente integrables e. 
Además, la integral (56.28) y, más aún, la integral 

+00 

| Lol) y — dt 
son uniformemente convergentes en todo el eje real. Efectivamente, en virtud de 
que la función y está acotada se tiene Iyl < M, donde M es una constante, por lo 
cual para cualquiera x y t 

Ip(0y(x — Nl < Mle(o)! 


y la afirmación enunciada se deduce, en virtud de la integrabilidad absoluta de la 
función y, del criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme de integrales 
(véase el p. 54.1). De los razonamientos aducidos se desprende, además, que si las 
funciones y y y están acotadas y son absolutamente integrables y continuas, su con- 
volución f es también continua, acotada y absolutamente integrable. En efecto, la 
continuidad de la función f proviene de la convergencia uniforme de la integral 
(56.28) y el carácter acotado, de la estimación 


YES | le(0ve - Dldt <M | le(Wlar. 


Demostremos la integrabilidad absoluta de la convolución. Sea f = py * y; tenemos 


| 109 | dx = fax ¡env - Ndt| < 
< fax | ove — f)ldt = | leiar | iy — ldx = 
2 A Lo(t)l dt y Iv(s) ds. (56.29) 


El cambio del orden de integración en este caso es posible en virtud de que (véase el 
+00 


teorema 7 del p. 54.3) la integral | Ip(1) y ( — £)| dt converge uniformemente en 


— 00 


+00 +œ 
todo el eje, la integral | lyy — Nlidx = lo(0)! | Iy(x — ldx converge 


uniformemente en cualquier segmento finito (¿por qué?), y la integral reiterada 
+00 +œ , , 
| dx | l(t y ( — ldt existe, según se pone de manifiesto de la última igual- 


dad de la fórmula (56.29). 


*) La existencia de la integral (56.28) puede garantizarse también para las condiciones 
más generales, sin embargo no nos detendremos en esto. 
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De este modo, asumidas las suposiciones especificadas, podemos aplicar a la 
función f = ọ + y la operación de convolución con una función continua acotada 
absolutamente integrable (como resultado, se obtendrá nuevamente una función de 
la misma clase) o la transformación de Fourier. i 

La operación de convolución de las funciones es conmutativa y asociativa en la 
clase de funciones en consideración. En efecto,-al realizar en la integral (56.28) el 
cambio de la variable x — f = s, obtendremos i 


e=y= | ev dd = | pæ- spas = y+y 


pia ra a integral que viene abajo el cambio de la variable 

=y — £, cambiando el orden de integración y haciendo la itució 

Xx — y + £ = y, obtendremos ad 
+œ +œ 


(o *y)sx= [xo — x)dx f e(Ðy(x — tdt = 
= Jro - Der | eo — Ely (e — y + Ejdi = 
a Teo - Eat Tve =y +Ex(y — x)dx = 
= Teo — $)d{ {vox — nìd = (Y +x).o=p*. (Y x). 


La posibilidad de cambiar el orden de integración en este caso también se desprende 


del teorema 7d el p. 54 i i : : 
ala p. 54,3. En efecto, investiguemos la convergencia uniforme de las 


xw =x) | 60 EV y + Eag, (56.30) 
P0- E) | Yæ- y + Ex0 — xJax. (56.31) 


— 00 


Puesto que las funciones y i 
y x son acotadas, se tiene ly! < M, Ixi < - 
de M es una constante, por lo cual P S aan 


x0 — Dev — iy -x + E)l < Mlet — $), 
lol — EV — y + xO — 01 < MIx — x)1. 


De estas igualdades y del hecho de que las funciones e y x son absolutamente in- 
tegrables se deduce, de acuerdo con el criterio de Weierstrass, que las integrales 
(56.30) y (56.31) convergen uniformemente respecto de las variables x y £, respecti- 


vamente (la variable y está fija) en cualquier se: i É 
; a gmento finito (¿por ?). i 
existe una integral reiterada di 
+œ +00 


| d | 1x0 —)e0 - YA y + ldg = (lel + 191) + Ixl. 


-œ -œ 
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De este modo, todas las condiciones del teorema mencionado 7 del p. 54.3 están 
cumplidas. 

Cabe notar que al considerar las convoluciones de las funciones, se pueden debi- 
litar considerablemente las restricciones que se imponen sobre las funciones de con- 
volución. No obstante, la demostración de las propiedades de convoluciones en este 
caso exigiría, ante todo, unos teoremas más delicados sobre el cambio del orden de 
integración. No lo hicimos aquí con el fin de simplificar la exposición. 

Procedamos ahora al estudio de la transformación de Fourier de la convolución 
de dos funciones. Transformemos, para la comodidad, la definición de la convolu- 
ción ọ + y, añadiendo el factor adicional 1/V2r: 


+ 00 


1 
* = a t — dt. 
p*y a | ev- 1) 


Teorema 3. Sean y y y las funciones acotadas, continuas y absolutamente in- 
tegrables en todo el eje numérico. En este caso tenemos 


Flo » y] = FleJFIV]. 
DEMOSTRACIÓN. Las funciones p y y son acotadas, continuas y absolutamente 


integrables y por ello la función y + y posee las mismas propiedades, en particular, es 
absolutamente integrable y para ella puede considerarse la transformación de 


Fourier Yio +00 
1 l 
Fip * y] = D | e Ydx | py — tdt. 


Cambiando aquí el orden de integración (lo que es posible en virtud del teorema 7 
del p. 54.3) y realizando el cambio de la variable x = £ + s, obtendremos 


1 00 +00 l 
Fip * y] = P | p (dt | y (x — te” dx = 
Pp dig A | p | 
= Y dt — Yds =F F , 
> | p (e Y dt e y (se [p] F [y] 


es decir, la transformación de Fourier de una convolución de dos funciones es igual 
al producto de las transformaciones de Fourier de dichas funciones. O 

El teorema 3 puede ser demostrado también para restricciones más débiles impues- 
tas sobre las funciones en consideración, pero no nos detendremos en esto. 


56.10. DERIVADA DE LA TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 
DE UNA FUNCIÓN 


Teorema 4. Si la función f(x) es continua y las funciones f), xf), ... , 
x” f(x) son absolutamente integrables en todo el eje numérico , entonces la transfor- 
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mación de Fourier de la función f será una función n veces derivable en todo el eje 
numérico y 


FO = Flx*fl, k=0,1,...,n. 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos primero que la función f toma sólo valores reales. 
Derivando formalmente la integral 
+00 
1 
FU = — fode” "dx 
v2r | 


— 00 


respecto del parámetro y y observando que |xf(x)e7*Yl = Ixf(x)l, obtendremos 
la integral absoluta e uniformemente convergente 
+œ 


-i | xfe dx, -œ< y< +00. 


— 00 


Por consiguiente (véase el p. 54.3, teorema 8) en este caso la transformación de 
Fourier F[f] de la función f es una función derivable e 


iF f) = Fix. 
Si, ahora, f = u + iv, donde u y v son unas funciones reales obtenemos 


FA = F [u + iv] = [Flu] + iFiv]} = F [ul + iF [v] = 


= —iFlxu] + Flo] = —iF[xu + ixv] = —iFlxf. 


A continuación, por inducción obtenemos que la transformación de Fourier 
FU de la función f tiene derivadas hasta el orden n inclusive e i FO] = FLAN, 
k=0,1,..., n. D 

Corolario. Si las suposiciones del teorema están cumplidas, todas las derivadas 
FOA, k =0,1,..., n, son continuas y tienden a cero cuando su argumento 
tiende al infinito. 

En vista del lema 5, el corolario se deduce inmediatamente, ya que las derivadas 
F®{f] son las transformaciones de Fourier de las funciones absolutamente in- 
tegrables. 

Se puede mostrar que si los productos del tipo e*!*!*£(x) son absolutamente in- 
tegrables, asumidas ciertas restricciones impuestas sobrea > Oya > 0, esto conduce 
a que la transformación de Fourier se hace aún más suave, a saber, la transformación 
mencionada pertenece ya a unas u otras clases de funciones analíticas. 

La fórmula que determina la transformación inversa de Fourier se diferencia de 
la que dá la transformación directa de Fourier (véanse (56.21) y (56.22) sólo en que 
el número e bajo el signo integral tiene į sustituido por — i en el exponente de la po- 
tencia, razón por la cual para la transformación inversa de Fourier son válidas las 
propiedades análogas a las demostradas para la transformación directa de Fourier. 


. . o 5 E . i 1 
Ejercicios. 3. Demuéstrese que la transformación de Fourier de la función f(x) = _—— 
e 1 xX 


es dos veces derivable en todo el eje numérico. 
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.. $ s pa ix afinita. 
4. Demuéstrese que la transformación de Fourier de la función f(x) = xe es infinita 


mente derivable en todo el eje numérico. 


§ 57. ESPACIOS FUNCIONALES 


57.1. ESPACIOS MÉTRICOS 


Definición 1. El conjunto X = {x, y, Z, . . . ) se llama espacio métrico X; si en 
un conjunto de pares ordenados (x, y) de elementos de este conjunto viene definida 
una función no negativa p(x, y), llamada distancia (o métrica), tal que: 

1) p(x, y) = O cuando, y sólo cuando, x = y; 

2) p(x, Y) = pO, x), xE X, yE X; 

3) p(x, y) < pœ, 2) + pz, y), xE X, y EX, zE X. l 

Las condiciones 1, 2 y 3 se denominan axiomas de distancia. 

Los elementos del espacio métrico llevan el nombre de puntos. : 

Ejemplos. 1. Una totalidad de todos los números reales R forma un espacio 
métrico, siempre que la distancia entre los números reales se define como valor ab- 
soluto de la diferencia entre ellos: 


p(x, y) = Ix — yl, xeR, yeR. 


2. Un conjunto de todos los números complejos C forma también un espacio 
métrico, si la distancia entre los elementos del conjunto se define según la fórmula 
plzz) =z- zl,zeC,z' Eec. it 

3. Un espacio euclideo R” de dimensión n (véase el p. 18.1) es un espacio métri- 
co, si la distancia entre sus puntos x = (X... xp) ey = Op’ J y) se deter- 
mina por la fórmula (véase (18.1)) 


p(x, y) = | Y (e - y). 
i=} 


4. Sea X cierto conjunto. Consideraremos un conjunto de funciones numéricas 
que son acotadas en X y que toman valores reales (o complejos). Para dos funciones 


de esta indole y y y pongamos 
plp, Y) = sup Ip(t) — VÐ. (57.1) 
te 


Se comprueba con facilidad que la función p(p, y) es una métrica. La validez de las 
propiedades 1 y 2 de la distancia se ve claramente. Comprobemos la validez de la 
propiedad 3. Supongamos que p, y y x son unas funciones acotadas definidas en el 


conjunto X. Para todo elemento t € X tenemos 


lo() — x(01 = Melo) — YO) + O -xl < 
< le) - YO! + Iy) -x0), 


por lo cual 
Ip(t) — x(ÖÐIİ < sup 1p(1) - y! + sup IY (1) =x(01, 
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de donde 
sup Lp (1) - xl < sup Ip(1) - yl + sup IY) —x(0), 


es decir, 
Ple, x) < plo, Y) + ply, x). 


a a H = conjunto abierto medible según Jordan del espacio euclideo 

at PS . Un conjunto X de las funciones continuas en la clausura G del 
Junto orma un espacio métrico, si la distancia entre las funciones y e X 

y € X se determina mediante la fórmula j 


ole, Y) = [Iy — pwl dG. 


En efecto, si o(¢, Y) = 0, es decir, si Five 
> Sl i , ; x) — (x)ldG = 0, entonces ir- 
tud de corolario de la propiedad 9° de las integrales múltiples (véase el D440) 
P = y(x) para todo x e G y, por ende, para todo x e G. La propiedad 2° de la 
stancia es, en este caso, evidente, y la propiedad 3” se comprueba con facilidad: si: 
€, Y y x son continuas en G, se tiene E 


pote, Y) = |lo(x) — x09 (dG = flw - y — æ — xtg]ldG < 
< fle — vagIdG + fly — x(o91dG = pto, Y) + oY, x). 


En el caso en quen = 1yG = étrica i 
= 1yG = [a, b], la métrica introducida par i 
; = [a, b), a las fun 
continuas en el segmento [a, b] tiene por expresión i D 
b i 
Plo Y) = | lo- vol dx. (57.2) 
a 
Un espacio semejante también se introduce del modo natural para las funciones 
o están definidas en un intervalo infinito. Por ejemplo, cuando a = — œ 
AE 7 0, la distancia para dos funciones continuas y absolutamente integrables en 
el eje numérico, p y y, se determina según la fórmula 
+0 
ple V= | lew - y)! dx. (57.3) 
Todo subconjunto de un espacio métrico X es, a su vez, un espacio métrico res- 
a E la misma métrica y se llama subespacio del espacio X. 
e inición 2. Dos espacios métricos X y X’ se llaman isométricos, si entre dos 
puntos suyos existe una correspondencia biunívoca f que mantiene inalterable la dis- 
tancia, es decir, una correspondencia tal que si 


x = fw, y =f0), xEeX, ypeX, xex, y ex, 


ento = ma 
a $ y A 3 p $ , y") (tales correspondencias se denominan isométricas) 
. Sea X un espacio métrico; la sucesión 
na convergente al punto xe X, si lím olx xX) =0 a peo ra 
Si lim p(x, x,) = 0, es decir, si para todo número 


e > 0 exist 4 ? 
e un numero n, tal que para cualesquiera números n > n ¿ se verifica la 
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A si E EPI MEA i o E 


desigualdad p (x, X,) < e. En este caso se escribex = lim x,, O bien x, — X cuando 
n— œ 


n — œ, y se dice que el punto x es el límite de la sucesión dada. 

Por ejemplo, la convergencia en los espacios métricos considerados en los 
casos 1 y 2 significa una convergencia ordinaria de las sucesiones numéricas (reales 
o complejas, respectivamente). En el ejemplo 3 la convergencia de la sucesión está 
representada por la convergencia de una sucesión de puntos en el espacio 
n-dimensional con la que ya nos hemos encontrado anteriormente (véase el 
p. 18.1). Es un espacio métrico de las funciones definidas y acotadas en cierto con- 
junto, donde la distancia entre las funciones se determina según la fórmula (57.1), la 
sucesión de funciones [p,) converge hacia la función ø, si 

lim sup le (d — p, (l = 0, 


noo t 
es decir, si la sucesión de funciones [Y „y converge uniformemente en el conjunto X 


hacia la función y (véase el t. 1; p. 36.2). 
Por fin, el ejemplo 5 proporciona el tipo de convergencia de las funciones en el 


sentido de cierta métrica integral. Cuando = 1, la convergencia es similar a la que 
se ha encontrado en el p. 55.2 (lema 2) y en el p. 56.7 (corolario del lema 4). 


Ejercicio 1. El conjunto E de un espacio métrico X se llama acotado, si 
def 
d(E)= sup p(x,y)< +0, 
xeE,ye E 


la magnitud d (E) se denomina diámetro del conjunto E. Demuéstrese que toda sucesión conver- 
gente de un espacio métrico es acotada. 

Definición 4. La sucesión (x,) de puntos de un espacio métrico X se llama funda- 
mental, si para cualquier número € > O existe tal número n, que se cumple la des- 


igualdad 
Ps Xm) < Es 


cualesquiera que sean los números n > n, ym > No 
Lema 1. Si la sucesión [x,) converge, es fundamental. 
DEMOSTRACIÓN. Sea lím x, = x. En este caso para cualquier número € > 0 


n — œ 
existe tal número n, que para todos los números n > n, Se verifica la desigualdad 
E 


Por consiguiente, si n > n, Y M 2 N, Entonces 


p(X, Xy) < 


E € 
Po Xm) SPA E Xm EZ SS O 


Definición 5.Un espacio métrico se llama completo, si toda sucesión fundamen- 
tal de sus puntos converge hacia un punto que pertenece al mismo espacio. 
Es evidente que un espacio métrico que es isométrico respecto del espacio 


completo es también un espacio métrico completo. 
Ejemplos. 6. Los espacios métricos de los números reales y complejos represen- 


tan los ejemplos de espacios métricos completos. El espacio euclídeo n-dimen- 
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sional R” (véase el p. 18.1) es también completo. Los números racionales ofrecen un 
ejemplo de espacio métrico incompleto. 

7. Consideraremos un espacio métrico de las funciones definidas y acotadas en el 
conjunto X, donde la distancia entre las funciones se determina mediante la fórmula 
(57.1). En este espacio la sucesión de funciones Pp n= 1,2,... ,es fundamental, 
siempre que para cualquier número e > 0 existe un número n ¿ tal que se verifica la 
desigualdad 


Plm Pm = sup lon) — Pml < E 


cualesquiera que sean los números n > n ¿Y M > M,, €s decir, si la sucesión (p,) sa- 
tisface el criterio de Cauchy sobre la convergencia uniforme de la sucesión en el con- 
junto X (véase el p. 36.2). En vista de este criterio, la sucesión (p n) COnverge unifor- 
memente en el conjunto X hacia cierta función y, es decir, 


lim sup le) — p, wl =0. (57.4) 


Mostremos que esta función y es también acotada y, por lo tanto, pertenece al 
espacio en consideración. En efecto, en virtud de (57.4), para todo número e > 0, 
en particular para € = 1, existe un número n, tal que se verifica la desigualdad 


Ip) = Pod! < 1 
cualesquiera que sean n > n y x€ E, razón por la cual 


pd < lyx) — Pn CO! + lo, l <1l+ LE 


Puesto que la función p, j está acotada, lo es también la función y. Hemos de- 
mostrado de este modo que el espacio de funciones que se considera es completo. 

Se puede probar que el espacio métrico de funciones consideradas en el 
ejemplo 5 no es completo. 

Para cualquier espacio métrico X se introduce de modo natural el concepto de 
-entorno U(x, e) del punto x € X, e > 0: 


U(x,e) =lv:yeR, p0, xX) < el, 


y luego textualmente, al igual que para el espacio n-dimensional R” (véase el t. 1, 
p. 18.2), se introducen los conceptos de punto adherente de un conjunto, de puntos 
límites y aislado, de puntos interior y de frontera, el concepto de clausura A del con- 
junto A, el de conjuntos cerrado y abierto. 

Para los espacios métricos arbitrarios son válidos también los lemas 3, 4, 5 y 6, 
demostrados en el p. 18.2, para los conjuntos abiertos y cerrados de los espacios 
euclídeos n-dimensionales, con la particularidad de que las demostraciones aducidas 
en el p. 18.2, quedan en vigor también en el caso general. 

Definición 6. El conjunto A de un espacio métrico X se llama denso en el espacio 
X, si la clausura A del conjunto A coincide con el espacio X: A = X. 

Por ejemplo, un conjunto de los números racionales es denso en el conjunto de 
números reales. 

Es evidente que la propiedad de un conjunto de ser denso en el espacio se conser- 
va cuando se realizan las aplicaciones isométricas de este espacio. 


Definición 7. El espacio métrico completo X * se llama completación del espacio 
métrico X, si en el espacio X* existe un subconjunto X”, denso en X* e isométrico 
respecto del espacio X. p l 

Por ejemplo, el conjunto de números reales es una completación del conjunto de 
números racionales. l 

A veces resulta cómodo “identificar” los elementos de los espacios XyX que 

corresponden uno al otro en la correspondencia isométrica de los espacios X y X ay 
considerar, de este modo, el conjunto X como un subconjunto de su completación 
X*. Explicaremos más detalladamente la operación de identificación de los elemen- 
tos de dos espacios isométricos X e Y. Sean X e Y* unos espacios métricos, 
Yc Y*, y f: X— Y, la aplicación isométrica. Examinemos el conjunto 
X* = X U (Y*N Y), que se obtiene del espacio X por adición a este último del 
conjunto Y* N Y. De este modo: X* N X = Y*N Y. Definamos para los puntos 
xe X* ey e X* el concepto de distancia p y. (Xx, y). Introduzcamos, con el fin de co- 
modidad, la aplicación F: X* — Y*, que se da por la fórmula 


der 1f), si xex, 
F&) = f A 
x, si xexX*NX. 
Está claro que F es una aplicación biunívoca (biyección) del conjunto X* 


sobre Y*. 
Ahora, para cualesquiera x e X* e y e Y* pongamos 


P y(x, y) = pF, FO). 


Es fácil comprobar que la función p y., y), definida del modo indicado, satisfa- 
ce tres axiomas de distancia y, por lo tanto, X* es un espacio métrico, mientras que 
la aplicación F aplica isométricamente el espacio X* sobre Y”, con la particularidad 
de que, realizándose dicha aplicación, el conjunto X' se convierte en Y. Por eso, si 
el conjunto Y fue denso en el espacio Y*, entonces el conjunto X será denso en el 
espacio X*. 

Cuando decimos “identifiquemos en el espacio Y* el conjunto X con el espa- 
cio Y, que es isométrico respecto de AX”, sobreentendemos el estudio del 

i y e Y*. l 
a pd cualquier espacio métrico incompleto existe su completa- 
ción, es decir, probemos que todo espacio métrico incompleto es un subconjunto 
denso en cierto espacio métrico completo. 

Teorema 1. Para todo espacio métrico existe su completación. 


DEMOSTRACIÓN. 
- I. ESTRUCTURA DE LA COMPLETACIÓN X” DEL ESPACIO MÉTRICO DADO X. 


Dos sucesiones (x,) e [y,) de elementos del espacio X se llamarán equivalentes, si 
lim p(X,, Yp = 0. (57.5) 
n — œ 


La equivalencia entre dos sucesiones {x„} e {y„} se designa mediante el simbolo 
bx, ~ Pp; la equivalencia posee las siguientes propiedades: 

1°. Cualquier sucesión [x,) es equivalente a sí misma: be) Exp). 

2%. Si (x,) ~ Wp entonces [y,) ~ EAR 

39. Si (x,) — Da e Wn — Bn entonces ba eE 


97-499 
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Para nosotros serán de interés sólo las sucesiones fundamentales del espacio X. 
El conjunto de éstas se descompone en las clases disjuntas de las sucesiones equiva- 
lentes entre sí. Designemos estas clases por x*, y*,z*,. .. , y su totalidad mediante 
X*. Si una sucesión fundamental (x,) está contenida en la clase x*, esto se escribirá, 
como siempre, de la manera siguiente: {x} e x*. 

II. DETERMINACIÓN DE LA DISTANCIA p* (x*, y?) EN X*. 

Sean [x,) e [y,) dos sucesiones fundamentales del espacio métrico X. La sucesión 
numérica Pps Yn) será también fundamental, es decir, satisfará la condición de 
Cauchy (véase el p. 4.7). En efecto, para cualesquiera números n y m 


PX» y) < PX. Xm) + P ÈX m Ym) + PO mw Ya) 
y, por lo tanto, en virtud de la simetría de los índices n y m, 
(As Y) — Pao Y Y! SE Ps Xp) + PO Y qm) (57.6) 


De lo que las sucesiones {x} e [»,) son fundamentales se deduce que para cual- 
quier número e > 0 existe un número n, tal que se id las desigualdades 


€ 
PX» Xm > , PO mn Jm) < 2 (57.7) 


cualesquiera que sean los números n > n, Y M > Any De (57.6) y (57.7), para 
n > n,¿y M > n,, obtenemos 


Io En Y) — PAm Ym! < E- 


Por consiguiente, la sucesión numérica fp (x„, y,)] es fundamental, es decir, satis- 
face la condición de Cauchy y, por ende, es convergente. jai 
Sea [x,) e x*, [y,) e y*. Pongamos, por definición, p*(x*, y*) = im p(X,, y). 
n— œ 


En virtud de lo demostrado, el límite mencionado existe. Mostremos que la función 
p*(x*, y*), definida de esta forma, no depende de la elección de las sucesiones fun- 
damentales (x,) € x* e {y„] € y* y satisface los axiomas de distancia. 

Sea [x,) € x*, [x,]ex*, [y ¡] e y*, Di) e y*. En este caso 


Pa Y) E PA Xp) + Pp Y) + POY 


laa Y) — PQ YY] S PA Xp) + PO) Yad 


Por ser equivalentes las sucesiones fx}, [x;), y, respectivamente, [y,), [y;), ob- 
tendremos (véase (57.5): 


Mm Py) Xp) = lim PO) Y») = 0 
— 00 n— œ 
y, por consiguiente, 

in Pas Y) = lim PX) Y 7): 


III. COMPROBACIÓN DE LOS AXIOMAS DE DISTANCIA PARA p*(x*, y*). 
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Sea {x} e x*, [y,) € y*, [2,) € z*. Si es que p*(x*, y*) = 0, entonces lim p(X 


n — œ 
Y,„) = 0, es decir, las sucesiones [x,) e (y, ) son equivalentes lo que implica la coinci- 
dencia de los elementos x* e y*: x" = ye. De la igualdad p (Xp Y) = PO p Xy), Pa- 
sando al límite paran — oo, obtendremos p*(x*, y*) = p*(y*, x*), y de la desigual- 
dad p (Xp Y y) S PX n Zn) + Py» Y y) obtenemos 


pe, y*) < p*(x*, z*) + p*(*, y*). 


Así pues, X* es un espacio métrico. 

IV. CONSTRUCCIÓN DE UN SUBESPACIO DEL ESPACIO X*, ISOMÉTRICO RESPECTO 
DEL ESPACIO X. 

Sea xe X. La sucesión x, = x, n = 1,2, , es obviamente fundamental. 
Pongamos en correspondencia a todo x e X un punto x* e X* tal que (x] e x*. Si, 
asumida la correspondencia citada, al punto x le corresponde el punto x*, y al punto 
y, el punto y*, entonces, evidentemente, para x + y tendremos x* + y*, con la 
particularidad de que p*(x*, y*) = lim p(x, y) = p(x, y), es decir, dicha corres- 

n— œ 


pondencia realiza una correspondencia isométrica biunivoca entre el espacio X y un 
cierto subconjunto X’ del espacio X*. 

El punto x* del espacio X*, correspondiente al punto x e X en la corresponden- 
cia analizada lo denotaremos también, para simplificar, mediante x, y el espacio X”, 
mediante X. Se puede considerar que los puntos correspondientes de los espacios X 
y X' quedan simplemente identificados (véase la observación que sigue la 
definición 7). En estas designaciones se tiene una inclusión isométrica 


XCX". 


V. DEMOSTRACIÓN DE LA DENSIDAD DE X EN X*. 

Probemos que todo punto x* del espacio X* es un punto de adherencia del con- 
junto X. Con este fin basta mostrar que para cualquier punto x* e X* existe una su- 
cesión x, e X,n = 1,2,... , que converge hacia x*. 

Sean ye € X* y [x,) € x*, Xx, € X. Un punto del espacio X*, que contiene una su- 
cesión fundamental cuyos términos son todos iguales a un mismo punto x,,, lo desig- 
naremos, de acuerdo con el convenio asumido anteriormente, también mediante x. 
Demostremes que la sucesión (x,), x, € X*, converge al punto x* e X*. Fijemos el nú- 
mero > 0. De lo que la sucesión (x,] es fundamental se deduce que existe un número 
n, tal que se cumple la desigualdad 


€ 

PX m Xn) < 5 (57.8) 
cualesquiera que sean los números n > n, ym > n, Observando que según la defi- 
nición de distancia en X* 


K/[yr = 1 
p (x , Xp) 5 im p Xm Xp)» 


p*Q,x,) SÉ 


de la desigualdad (57.8) obtenemos, para n > N, 
E 
< €, 
2 
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es decir, 


lim p*(x*, x,) = 0, 
ñ — œ 


lo que implica que x* es un punto de adherencia del conjunto X. Así pues 
X=Xx. 

VI. DEMOSTRACIÓN DE LA COMPLETITUD DEL ESPACIO X*. 

Sea (xs) una sucesión fundamental de puntos del espacio X*, x, € X y p* aa 


Xp) < P n = 1,2,... . Tales puntos X, existen en vista de que X es denso en X*. 


La sucesión (x,) es fundamental. Efectivamente, notando que 
1 
P* En Xm) S Oo R) H POR X H PAX) H Pt, xt) + a ' 
, n m 


elijamos el número n, de modo tal que sea 


E 1 € 1 € 
dal 6208 x*) <-, IO 
n Xm 3 n 3m 3 
para cualesquiera n > n¿ y m > n, Entonces 
E E € 
PX, Xm) = PX Xm < 3 + 3 + 3 =€ (57.9) 


para cualesquiera n > n, y m > n, es decir, la sucesión [x,) es fundamental. 
Denotemos mediante x* la clase de sucesiones equivalentes a la que pertenece la 
sucesión [x,). Es obvio que 


1 
PO, XR) S pt, xx) + p*(x,, xt) = PX) +. 
n 
Pero, de (57.9) obtenemos, cuando m — œ yn 2ng 
px) = lim pQr,, x,) S €. 
m — œ 


Por consiguiente, 


lim p*(Q*, Xx) = 0, 
por lo cual también 
lím p*(x*, xs) =0. 


n — œ 


De este modo, hemos demostrado que la sucesión fundamental dada [x*] con- 
verge en X*. La completitud de X* queda demostrada. O 


Ejercicio 2, Demuéstrese que la completación de un espacio métrico es única salvo unos 
espacios isométricos. 


Definición 8. Una función numérica f (de valores reales o complejos), definida 
en el conjunto A del espacio métrico X, se llama continua en el punto x) e A (0, más 
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detalladamente, continua respecto del conjunto A en el punto x) € A), si para todo 
número £ > 0 existe un número ô = ô(€) tal que se cumple la desigualdad 


FOO — FX)! <e 


cualesquiera que sean los puntos x € U(x, ô) N A. 

Definición 9. Una función f, definida en el conjunto A del espacio métrico X, se 
denomina continua en el conjunto B C A, sies continua respecto del conjunto A en 
todo punto xy € B. i 


Ejercicio 3. Enúnciese, con ayuda del concepto de sucesión, la definición de la conti- 


nuidad en el punto x, de la función f, definida en el conjunto A 3 Xq» y demuéstrese que esta 
definición es equivalente a la definición 8. 


Al igual que en el p. 36.4 (véase el t. 1), se demuestra textualmente que el límite 
de una sucesión de funciones continuas convergente uniformemente en el espacio 
métrico es una función continua. 

Ejemplo. Consideremos un espacio métrico de funciones f, acotadas y continuas 


en cierto espacio métrico X, la distancia entre las cuales se determina según la fór- 
mula (57.1). Por cuanto el carácter fundamental de la sucesión (f,) en el sentido de 
la métrica (57.1) significa que esta sucesión satisface la condición de Cauchy de 
convergencia uniforme en el conjunto X, entonces toda sucesión fundamental de 
las funciones continuas [f } converge uniformemente hacia cierta función f. Esta 
función f es, según lo dicho anteriormente, continua y, de acuerdo con lo de- 
mostrado más arriba en este punto, acotada en X, es decir, pertenece al espacio de 
funciones que se considera. 

De este modo, un espacio de funciones acotadas y continuas en el espacio métri- 
co X es espacio métrico completo. Es, evidentemente, un subespacio de todas las 
funciones acotadas en X cuya distancia se ha determinado según la fórmula (57.1). 

En particular, ya que toda función continua en cierto compacto A, dispuesto en 
el espacio euclídeo n-dimensional R”, está acotada (véase el p. 19.4), entonces el es- 
pacio de funciones continuas en el compacto A con la distancia definida según la 
fórmula (57.1) es completo. 

Definición 10. Sea X un espacio métrico. La función f, definida en un conjunto 
de pares ordenados (x, y), dondexe A, ye B, A C X,B C X, se llama continua en 
el punto (Xy, Yo), Xy E A, Yo € B, si para cualquier número e > 0 existe un número 
ô = ó(e) > 0 tal que se verifica la desigualdad |f(x, y) — f(X Ygl < € cuales- 
quiera que sean los pares (x, y) de tal género que x € U(x,, ô) N A, y € Uy 
6) N B. 

Una función, continua en todo punto (x, y) de cierto conjunto de pares, se deno- 
mina continua en este conjunto. 


Ejercicios. 4. Compruébense los axiomas de distancia para la función p(p, Y) definida 


mediante la fórmula (57.3) para el espacio de funciones absolutamente integrables y continuas 
en todo el eje numérico. 

5. Dése un ejemplo de sucesión de las funciones continuas que converge en cierto segmen-: 
to en el sentido de la distancia (57.2), pero no converge en el mismo segmento en el sentido de 
convergencia en un punto (es decir, en el sentido de la definición 3, el p. 36.1). 
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6. Dése un ejemplo de sucesión que converge en cierto segmento en el sentido de conver- 
gencia en un punto, pero que no converge en el mismo segmento en el sentido de la distancia 
(57.2). 

7. Demuéstrese que un espacio de las funciones continuas en el segmento [a, b], la distan- 
cia entre las cuales se determina por la fórmula (57.2), no es completo. 


57.2. ESPACIOS LINEALES 


Definición 11. Un conjunto X = (x,y,z,.. . } se llama espacio lineal real (o es- 
pacio vectorial sobre un campo de números reales), si: 

a todo par ordenado (x, y) de elementos x e X e y e X se le ha puesto en corres- 
pondencia un elemento del espacio X, llamado suma de x e y y denotado por 
x+y; 

a todo elemento x € X y a todo número real h se les ha puesto en corresponden- 
cia el único elemento del espacio X, llamado producto de A por x y denotado me- 
diante Me. 

En este caso se cumplen los siguientes grupos de axiomas: 

l.ajx + y = y + x para cualesquiera xeXeyeX; 

DIx + (Y + 2) = (x + y) + 2 para cualesquiera xe X,yeXyzEX; 

c)en X existe un elemento, llamado nulo y denotado por 0, talquex + 0 = x 
para cualquier xe X; 

d) para todo x e X existe un elemento del conjunto X, llamado opuesto al 
elemento x, que se designa mediante —x y es tal que x + (-—x) = 

2. a) ix = x para cualquier x € X; 

b) Mux) = (An) x para todo x e X y cualesquiera números reales A y y. 

3.a) A + uX = Ax + ux para todo x e X y cualesquiera números reales ^ y p; 

S + y) = Ax + hy para cualesquiera x e X, y € Y y cualquier número 
real A. 

Para todo par de elementos x e X e y € Y el elemento x + (—y) se llama dife- 
rencia de los elementos x e y, y se denota mediante x — y. 

Si en la definición aducida de espacio lineal real se sustituyen todos los números 
reales por los complejos: A, y € C; se obtendrá, entonces, la definición del espacio 
lineal complejo. 

Ejemplos. 1. El conjunto de todos los números reales (complejos) forma un es- 
pacio lineal real (complejo). 

2. Sea X cierto conjunto. La totalidad F(X) de todas las funciones f: X — R 
(Q: X — C, respectivamente), para la definición natural de su sumación y,multiplica- 
ción por los números reales (complejos): 


A+ IIA, (0 +40, ZA), 
F EF), f,¿€F(X), feF(X), eR obien eC, 


será un espacio lineal real (complejo). 

3. El conjunto de todos los polinomios de una variable con coeficientes reales 
(complejos) es un espacio real (complejo) lineal. 

4. El conjunto de todos los polinomios de grados, no superiores a n natural, de 
una variable con los coeficientes reales (complejos) es un espacio lineal real (comple- 
jo). 
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5. Un espacio de toda clase de sucesiones numéricas (x,)], x, € R (o bien x, € ©), 
n EN, para la definición natural de la operación de su sumación y multiplicación 
por un número (véase el p. 4.9) es también espacio lineal. 

Definición 12. Un conjunto X’ , contenido en el espacio lineal X (real o comple- 
jo), se llama subespacio de este espacio, si todas las combinaciones lineales de ele- 
mentos del conjunto X” se contienen en él. 

En otras palabras, el conjunto X’ C X es un subespacio del espacio X, si para 
cualesquiera dos elementos xe X’, ye X’ y cualesquiera números AeR, pe R 
A €C, u € C, respectivamente) tiene lugar la inclusión 


AX + puyeX. 


Es evidente que el subespacio X’ del espacio lineal X es, a su vez, un espacio li- 
neal. 

Si X es un espacio lineal y x e X, entonces la totalidad de todos los elementos del 
espacio X del tipo Ax, donde A son números cualesquiera, sirve de ejemplo de sub- 
espacio del espacio X. 

El conjunto de las funciones de valores reales y continuas en cierto conjunto 
X C R” es un subespacio del espacio de todas las funciones de valores reales, defini- 
das en X. 

Los elementos de los espacios lineales se llaman, comúnmente, puntos o vecto- 
res. 

Definición 13. Un sistema finito de vectores x,,. . . ,x, del espacio lineal X 
(real o complejo) se llama linealmente dependiente, si existen tales números 
Ay» ©- +» A, (reales o complejos, respectivamente), no todos iguales a cero, que 


AX +... FAX = 


En el caso contrario, es decir, cuando de la igualdad citada se deduce que todos 
los números A,, A», . . . , A, Son nulos, el sistema de vectores X,, “e... y Xy Se deno- 
mina linealmente independiente. 

Definición 14. Un sistema de vectores x,, a« € A ( A es un conjunto de Índices), 
del espacio lineal X se llama linealmente independiente, si cualquiera de sus sub- 
sistemas finitos X 1» Xap © + - > Xa ys linealmente eepenaiene. 


Ejercicios. 8. Demuéstrese que si el sistema x, a: € "Y, es linealmente independiente, en- 


tonces x, + 0 para cualesquiera a € Y. 


9. Demuéstrese que para que un sistema finito de vectores sea linealmente dependiente, es 
necesario y suficiente que por lo menos uno de los vectores sea una combinación lineal de los 
demás. 


Definición 15. Sea dado un conjunto [(x,, a € A } de vectores del espacio lineal 
X. La totalidad de toda clase de combinaciones lineales finitas de los elementos de 
este conjunto, es decir, la totalidad de toda clase de vectores del tipo 


AXo + AX az +... + NA ap 


donde x,, € [x,, œ € A) y A¡son los números, j = 1,2,..., k, lleva el nombre de 
cápsula i neal del conjunto {x “e, „ace A]. 
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Definición 16. Si en el espacio X (real o complejo) se tiene un sistema de n vecto- 
res linealmente independientes cuya cápsula lineal está representada por el espacio 
X, entonces dicho espacio se denomina n-dimensional y se denota por R”, mientras 
que todo sistema ordenado de n vectores linealmente independientes cuya cápsula li- 
neal está representada por el espacio R”, se llama base del espacio. 


En otra i i 
ee S SENA los vectores e}, ez... , €, SON la base del espacio R”, si: 
ctores €j, €,, . . - , €, SON linealmente independientes; 
2) para todo xeR” existen tales números ^, A A ue 
== | p às =. à gd 
181 Me +... + ANE 


Los elementos del espacio R” se denominan vectores n-dimensionales (reales o 
complejos, respectivamente). 


Cualquier espacio n-dimensional se llama espacio de dimensión finita. 
Ejercicios. 10. Demuéstrese que en un espacio n-dimensional cualquier sistema de 
vectores linealmente independientes, cu i 
, cuya cápsula lineal está representad i 
se compone de n vectores. á P 


11. Demuéstrese que todo sistema d i i 
; ) e n vectores linealmente independi i 
n-dimensional es la base de éste. AER E 


Un ejemplo de espacio real n-dimensional lo constituye el espacio vectorial arit- 
mético n-dimensional (véase el p. 18.4). 

Por analogía con este último espacio puede construirse un espacio aritmético 
complejo n-dimensional C”. Se denominan puntos de este espacio los sistemas 
ordenados de n números complejos: x = (x,,... ,x)x.eC,j = 1,2 
En este caso, si x € C”, A € C, se tiene i a ' ASS 


def 
MS (A +++ A, 


y parax = (Xp ... Xx )eC"ey = Øp... s Yp EC” 
; def 
X+Y=X + Ype Xn + Yn 


La base en este espacio la constituyen los vectores e 5 > 
r , = RAS ô' ; d i 
así llamado símbolo de Kronecker *) i= 6 n» donde ò; es el 


ŝi = 1, si i=j, 
0, si i#+j. 


n 
Es evidente que x = (X,,... X) = y xe; 
p 
i=l 
or omo otro ejemplo de espacio lineal de dimensión finita interviene el espacio 
P de los polinomios de grados no superiores a n natural. Es (n + 1)-dimensional: 
su dimensión es igual al número de coeficientes que tienen los polinomios en consi- 
deración. 

Definición 17. La aplicación f de un espacio lineal X en otro espacio lineal Y se 
denomina aplicación lineal (o, que es lo mismo, operador lineal), si para cuales- 


* L. Kronecker (1823 — 1891), matemático alemán. 
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quiera dos elementos y cualesquiera números ^ y y Se verifica la igualdad 
fOx + y) = MOD + fO). 


El conjunto de todos los operadores lineales f: X — Y, que aplican el espacio li- 
neal X en el espacio lineal Y, se designará mediante 4 (X, Y). Por comprobación 
inmediata nos convencemos con facilidad de que el conjunto Z (X, Y), para la de- 
finición natural de sumación de sus elementos y multiplicación de ellos por un nú- 


. 


mero, es decir, para la definición de estas operaciones según las fórmulas 
a, + or +1 1 LD, $,€4% Y), 
anto Erre), fe AX, Y), MER o MEC 
xeX, 


forma también un espacio lineal (real, si los espacios X e Y eran espacios lineales 
reales, o complejo, si X e Y eran complejos). 

Definición 18. Si f: X— Y e Y es un espacio lineal, entonces el conjunto 
be: f) = 0 C X se llama núcleo de la aplicación f y se denota mediante ker f”: 


kerf £ ba fœ = 0). 


Lema 2. Para que la aplicación lineal f: X — Y de un espacio lineal X en otro es- 
pacio lineal Y sea una aplicación biunívoca de X en Y, es decir, sea una in yección, es 
necesario y suficiente que su núcleo se componga sólo en un elemento nulo: 


kerf = 0. 


DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Evidentemente, cualquier operador lineal f ha- 
ce pasar cero en cero, pues para todo xe X tenemos: f(0) = f(0x) = of = 0. 
Por eso, si f es una inyección, no existe x + 0 tal que sea f(x) = 0. Esto precisa- 
mente es un testimonio de que kerf = 0. 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Sea ker f = 0y fœ) = JO). Entonces, por 
ser lineal la aplicación f, se tiene fe -y =f- fo) = 0, es decir, 
x — y € kerf y, como ker f =0,setienex — y = O. Por consiguiente x = y. Esto 
significa que f es una inyección. U 

Como ejemplos de aplicaciones lineales biunivocas sirven las transformaciones 
directa e inversa de Fourier en los correspondientes espacios lineales de funciones 
(véanse los lemas 2 y 3 en el p. 56.5). 

Definición 19. Sean X e Y unos espacios lineales. La aplicación lineal biunívoca 
del espacio X sobre el espacio Y se denomina aplicación isomorfa o isomorfismo de 
los espacios lineales. 

Si para los espacios lineales X e Y existe una aplicación isomorfa de X sobre Y, 
se denominan isomorfos. 

Dos espacios isomorfos pueden diferenciarse sólo en la naturaleza de sus ele- 
mentos y no en las propiedades del espacio lineal en sí, por eso en lo que sigue los es- 


pacios lineales isomorfos no se distinguirán. 


*) De la palabra inglés kernel (núcleo). 
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Ejercicio 12. Demuéstrese que todos los espacios lineales n-dimensionales son isomorfos 


entre sí. 


Definición 20. Un espacio lineal que no es de dimensión finita se llama espacio 
de dimensión infinita. 

Es obvio que un espacio lineal es de dimensión infinita cuando, y sólo cuando, 
no tiene una base finita. 

Un ejemplo del espacio de dimensión infinita lo representa un espacio lineal de 
todos los polinomios de una sola variable. En efecto, este espacio está privado, a 
ciencia cierta, de base finita: cualquier combinación lineal del sistema finito dado de 
polinomios es un polinomio de grado no superior al del polinomio mayor del siste- 
ma citado, a consecuencia de lo cual los polinomios de grados superiores no pueden 
obtenerse por el procedimiento mencionado. 

La tentativa de generalizar el concepto de base en el caso de los espacios de di- 


aœ 


mensión infinita lleva a sumas infinitas, es decir, a las series de la forma y Area | 


n=1 
Para que haya sentido de hablar de su suma en el espacio X, en éste ha de ser defini- 
do el concepto de convergencia de las sucesiones. El punto que sigue está dedicado a 
la consideración de uno de los espacios de este género. 


57.3. ESPACIOS NORMALIZADOS Y SEMINORMALIZADOS 


Definición 21. Un espacio lineal X (real o complejo) se denomina normalizado, 
si en el conjunto de sus puntos está definida una función real, llamada norma y de- 
notada con Uxll ,, o, en la forma más breve, Ixl, x€ X, y que posee las siguientes 
propiedades: 

1°) ixl > 0,x6 X; 

2%) Axi = lAl ixi, xe X, Mes un número; 

3°) lix + yl < ixi + iyl, xeX,yex; 

4°) si ixl = 0, se tiene x = 0. 

Indiquemos que de la propiedad 2° se deduce que si x = 0, entonces llxll = 0. 
En efecto, fijando un elemento x e X arbitrario, obtendremos 


HON = NO-xll = OU xll = 0. 


Definición 22. Si en el conjunto de puntos de un espacio lineal X está definida 
una función real ixl, x e X, que satisface sólo las propiedades 1°, 2°, 3°, entonces 
el espacio X se llama seminormalizado y la función ixl, seminorma. 

La propiedad 2° de la norma (seminorma) se llama homogeneidad de la norma 
(seminorma) y la propiedad 3", desigualdad triangular. 

Demos a conocer que todo subconjunto de un espacio lineal seminormalizado 
(en particular, normalizado) que representa un subespacio del espacio lineal es, a su 
vez, un espacio lineal seminormalizado (normalizado, respectivamente). 


Ejercicio 13. Aclárese si serán ¿norma? ¿seminorma? ¿para qué funciones? ¿para qué n? 
b 
las expresiones sup If®tl, | LADO de. 
astsb 


a 
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57.4. EJEMPLOS DE ESPACIOS NORMALIZADOS 
Y SEMINORMALIZADOS 


1. El conjunto de números reales y el de números complejos, si se toma EE 
ma en ellos el valor absoluto de los números, forman espacios lineales normaliza- 


dos. 
2. Si en un espacio n-dimensional aritmético real R” la norma del vector 
x= (Xp. -Xp € R” se define como su longitud (véase el p. 18.4) 


def 
ixl =1xl = Vx +... + x2, 


entonces R” será un espacio lineal normalizado. , 
3. Un espacio n-dimensional aritmético complejo C” (véase el p. 57.2) será nor- 


malizado, si ponemos 
def - n 
ixi = Vix 12 +... + 1x,12 x= (Xp... s Xp) E C". 


4. En un espacio n-dimensional aritmético real R” puede introducirse no sólo la 


i pan n 
norma coincidente con la longitud |x! de sus elementos x = (Xj, >- » Xp) E R". 
Por ejemplo, pongamos 
f 
ixl, = (lx P +... + lx, Y, lI<p< +0, 
ixl = máx Ixl. 
EEES EAS 


Es evidente que la longitud del vector coincide con la norma lxh. Comprobemos E 
cumplimiento de los axiomas de las normas para llxll,, lsrs +0. Parar = 1, 
según la propiedad del valor absoluto de números se tiene 


n n n 
lx + yh = y Ix; + yl < y lx, + y Iyl = kx, + iyl. 
i=l i=l i=l 
Apliquemos la desigualdad de Minkowski para el caso en que 1 < p < +œ (véase 
el p. 35.8*): 


n 1/p n 1/p n lp 
Pp |2 = 
+t, =( D 15912) <( E xiz) (Eb ) 


i=l i=l 
= ixi, + dl. 


Para 1xll, tenemos 
lx + yl, = máx lx + yil S. máx Cx + Iyi) <S 


i=l n i= 


< máx  lx;| + ; 


E PO A 


máx lyi = lx, + lyi o. 
A 


yn 


Las demás propiedades de las normas para Ixl, 1 <r < +00, se comprueban de 
una manera más fácil. 


; n 
Ejercicio 14. Demuéstrese que xl, = lim Ixl, xe R”. 


p— œ 
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Definición 23. Dos normas lxh y ixl * en un espacio lineal normalizado X se lla- 
man equivalentes, si existen unas constantes cı > 0yc, > Otales, que para cuales- 
quiera x € X se verifica la desigualdad 


cixl < lxi* < cixl, 


Teorema 2. En un espacio lineal de dimensión finita todas las normas son 
equivalentes. 


DEMOSTRACIÓN. Sea X un espacio lineal de dimensión finita. Por consiguiente, 


existe en él una base [e,,...., e, ) compuesta de cierto número n e N de sus elemen- 
tos y para cualquier x e X se tiene una, y sólo una, base 


X=Xp0, +... + Xpl,. 
Sea Ilxll una norma en el espacio X. Mostremos que es equivalente a la norma 


cuadrática . 
Ixi, = vx? +... + x2. 


Por cuanto dos normas, cada una de las cuales es equivalente a la tercera, son 
también equivalentes entre sí, de esto se deducirá que todas las normas de cualquier 
espacio de dimensión finita son equivalentes. 


def 
Hemos de notar, ante todo, que C; =llel+ ... + le, > 0, pues para 


todo k = 1,2,... , n, se verifica la desigualdad e; + 0, y, por ende, lle, > 0. 
Luego, de la desigualdad evidente + 


Ixl < V+... += ixl, k=1,2...,n 
obtenemos, sirviéndose de la propiedad de la norma, la desigualdad 
ixi = ixe; +... + Xant < Ixl lel +... + Ix, Ile, < 
<s (el +... + le,N xl, = c ixi. 
Así pues, existe tal cı > 0 que para todo x € X se tiene 


ixi < c, ixi. 
Demostremos ahora que existe tal C, > O que 
ixil > cixl. 


Por cuanto, siendo x = 0, esta desigualdad se cumple, evidentemente, para cual- 
quier c, > 0, será suficiente demostrarla sólo para el caso en que x + 0. Elijamos 


una base (e,,... ,e,) en el espacio X de manera tal que se componga de los vecto- 
res unidad en el sentido de la norma cuadrática 


leh, =,.. = ie,t, s; 


Esto es siempre factible, puesto que si eenia e,) es una base del espacio lineal y 
l- i es una norma en dicho espacio, entonces 


f e, e, ] 
A IL 
lel le, 1 
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será también su base, con la particularidad de que la norma de todos los elementos 
suyos será igual a 1: 
Te 


s A A 
le,1 


tel 


El espacio X provisto de la base elegida puede considerarse como un espacio 
n-dimensional aritmético (véase el p. 18.4). Para esto es suficiente asignar a todo su 
vector x = X€; +... + X,€, un surtido ordenado de n números (Xi E aa! 
que representan sus coordenadas respecto de la base citada. En este caso la n 
cuadrática xl, será la longitud del vector x: 


Ixl, = 1x7 +... +x2= xi. 


La esfera unitaria S” 7 ! = (x:x7 +... + x2 = 1 de este espacio es, como se 
sabe (véase el p. 18.3 y 18.4), un compacto. Consideraremos en dicha esfera una 
función da 


fœ = ixl. 


De la desigualdad 
If — fO = Hx — iyii < ix- ES 
< cix — yl, = clx- yl, xeX, yeX, 


se infiere que dicha función es continua en todo el espacio X y, por lo tanto, en la 
n= 1 
E e para cualquier punto x € S” — l tenemos Axil q 1, entonces x s 0, 
por lo cual, en virtud de la propiedad 4° de la norma, la función f satisface en a es- 
fera S” — ! la desigualdad fœ) = Ixi > 0. De acuerdo con el teorema de Weiers- 
trass, toda función continua en un compacto alcanza en éste su valor paa Sa 
pongamos que la función f admite su minimo en la esfera S en el punto 
xg € S” 7 1, Pongamos 


c= min fO =f >0. 


En este caso para cualquier x € S” 7 l tendremos: 
xl = FO) > FA) = c 


x 
—— se dispone en la esfe- 
Ahora, al observar que para todo xe X, x + 0, el punto La, se disp 
ra $” 1: 
ixi 
2 2 


xX 
ixl, 


í i — lyi < lx — yl. Es válida para 
*» Hemos aprovechado aquí la desigualdad ixil — iyi < ; ; 
cualesquiera elementos de un espacto seminormalizado y se deduce fácilmente de la propiedad 
3° de la seminorma en la definición 21 (véase más abajo el lema 4 en el p. 57.5). 
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y, por lo tanto, para él se verifica 


ixl 2 


2 C, Obtendremos 


x x 
ixi = [ua >l = [=j 
= xi, > c ixi 
AAA 
es decir, 
ixi > Calxl,, xeX,x 0. 


La equivalencia de las normas lxi y ixl, queda demostrada. O 
5. Sea nuevamente 1 < p < +œ. Consideremos un subespacio lineal de todas 


las sucesiones y = (Xp... Xp... ),x, ER (o bien X € C), compuesto de tales 
sucesiones, para las cuales 
œ 1/p 
def 
ixi, = ( y 1,12) < +00. (57.10) 
n=1 


La función ixi p €s una norma, lo que se comprueba por analogía con el caso finito 
(véase el ejemplo 4), puesto que, en particular, la desigualdad de Minkowski es 
lícita también para las sumas infinitas. 

Cuando todos los elementos de las sucesiones en consideración son números rea- 
les, su espacio con la norma (57.10) se denota con ly 


6. En el p. 41.6 para el operador lineal A: R” — R” se ha introducido la norma 
según la fórmula (véase 41.41)) 


lA! = sup lAxl, xeR”. 


hd < 1 


Es realmente una norma, en el sentido de la definición del p. 57.3, en el espacio line- 
al AR”, R™), lo que se deducirá de los razonamientos a seguir. 

Supongamos que X e Y son espacios normalizados lineales arbitrarios y 
A: X — Y es un operador lineal. Pongamos 

def 
AN = 
up LAI, (57.11) 
donde ixi = ixi y 4x1 = Laxl.,. 

Cuando los espacios lineales X e Y se eligen arbitrariamente, puede suceder que 
la cota superior IAN, determinada por la igualdad (57.11), no será finita para todo 
operador lineal A: X — Y. 

Sea AX , Y), como siempre (véase el p. 57.2), un conjunto de todos los opera- 
dores lineales A que aplican el espacio X en el Y y sea Z¿(X, Y) un conjunto de 
aquellos de los operadores citados, para los cuales IAI < +œ. Probemos que 
Z(X, Y) es también un espacio lineal y 141, la norma en él. Si A e Z(X, Y) y 
B € ZL(X, Y), entonces ; 


lA + Bl = ¡Sup NA + Bjxl = sup l14Ax + Bxl < 
xi < 1 xl < 1 


< sup (Axl + IBxÍ) < | E 
< sup ( xl) < ar 1Axl + SUP, IBxi = IAI + IBI < +œ, 
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y, por lo tanto, A + Be Z.(X, Y). Para cualquier A € R (o bien A € C, en el caso 
de espacios complejos) 


INMI = sup IMxll = sup !AlNLAxl = 
ixi < I 1 


ixi < 1 


=1\] sup lAxi = IM IAI < +00 


ixi < 1 


y, por consiguiente, M € -Z(X, Y). De este modo -4.(X, Y) de hecho es un espacio 
lineal. 
Luego, es evidente que de (57.11) proviene inmediatamente que LAI > 0. Ade- 


más, si WAI = O, es decir, si ¡Sup LAxll = 0, entonces para todo x tal que 
xis 1 


ixi < 1 tiene lugar la igualdad 14xl = 0, y, por lo tanto, también Ax = 0. Mas, 
en este caso, en general, para todo x e X tenemos también Ax = 0. En efecto, si x 
es un elemento del espacio X tal que Ixl > 1, entonces, a ciencia cierta, x + 0, 


Por eso, en virtud de lo demostrado, A ( 


1 


== = 1] 


lxh 


xX , 1 
a) 0. De aqui e sd 0, y, 
por ende, Ax = 0, cualquiera que sea x € X. Esto significa que A = 0. Así pues, 
IAI es realmente una norma en el espacio -4(X, Y). 

Si el valor de 141, definido por la fórmula (57.11), es infinito: IAI = +œ, di- 
remos que la norma del operador A es infinita. 

La norma 141 (tanto finita como infinita) puede obtenerse también por un mé- 


todo un tanto diferente. A saber, resulta que 


Axl 
LAN = sup LL, xex. (57.12) 
x*0 ixi 
Para demostrar esta fórmula indiquemos que 
sup l4xl= sup tyi. (57.13) 
Ixi < 1 TES 


Efectivamente, por una parte es evidente que 


sup Axi > sup Ayi, 
ixt < 1 Iyl = 1 


pues, al aumentar un conjunto numérico, su cota superior sólo puede crecer. Por 
otra parte, para cualquier elemento xex, tal que 0 < ixil < 1, pongamos 


1 ; 
Ra Pat entonces byi = 1 y 14yl = — AX > 1Axll. De aquí 
Ixi ixl 


sup laxi < sup 14yl. 
iyl = 1 


ixi <! 


De las desigualdades obtenidas se deduce precisamente la igualdad (57.13). 
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Ahora tenemos: 


1LAxil x 
sup — = sup pga = sup Ayi = sup 14yll = IAI, 
x+0 ixi x+0 ixi yl = 1 MES) 


es decir, la fórmula (57.12) queda también demostrada. De esta fórmula se deduce 
con toda la evidencia que para cualquier x € X, x + 0, 


Molz IAL, 


y, por consiguiente, para cualquier x e X tiene lugar la desigualdad . 
NA < NAH ol, 


donde ixi es la norma en el espacio X, 1Axl, la norma en el espacio Y, y IAÑ, la 
norma en el espacio -4X, Y). Esta igualdad es, obviamente, una generalización de 
la desigualdad (41.42) del p. 41.6. 


Existe un enfoque más al concepto de norma de un operador, relacionado con el 
concepto de los así llamados operadores acotados. f 

Definición 24. Un operador A: X — Y se denomina acotado, si existe una cons- 
tante c > 0 tal que para todos los elementos x e X se verifica la desigualdad. 


Ax < cixl. l 
Si A es un operador lineal acotado, todas las constantes c > 0 que poseen la 


propiedad citada están acotadas inferiormente por cero, por lo cual su conjunto 
cuenta con una cota inferior finita no negativa. Designémosla mediante Co: 


co = inf fc: ÑAxi < cixl, xe X. 


Mostremos que 
co = HAN. 


Ante todo indiquemos que para cualquier elemento x € X la desigualdad 
NAxH < coix 


es lícita. Efectivamente, si se encontrara un elemento xọ€X tal que sea 
1Ax,1 > c, ixl, existiría cierto € > 0, para el cual se verificaría la desigualdad 
LAxgl > (co + €) ixl. Sin embargo, esto no es posible, puesto que con arreglo a la 
definición de cota interior existe un número c > 0 tal quec < Co + € y para todo 
xeX se cumple la desigualdad Axl < cixl. En particular, NAXoI < 
< cixl < (cy + €) lxi. De este modo, la cota inferior €, Satistace también la de- 
sigualdad, mediante la cual se determina la acotación del operador A. Por ello, en 
la definición de la constante Cy la cota inferior puede ser sustituida por un mínimo 


Cy = mín fe: 1Axll < cAxll, xe A). 
De la desigualdad Axi < cixl, para x + 0, tenemos 


1Axi 
—— $ Cc 
xl sil 
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de donde 


| 
sup ——— < Cp XEX, 
x+#0 ixi 


no es posible, pues en tal caso existiría un número £ > 0 tal que 
xi 5 A 
sup — < Cp — 
x+0 ixi a 


y, por consiguiente, para todo x e X, x + 0, sería válida con mayor razón la desi- 
gualdad 


4. ll 
ll 


lo que contradiría la elección de c, en calidad de una constante mínima que posee la 
propiedad Axl < cixl, xe X. 
Así pues, 


Cy — €, O bien 1Axll < (co — €) ixl, xex, 


= (Al. 


IAxl 
Cp = sup 
0 x+0 ixl 


Hablando metafóricamente, esta igualdad significa que el operador A está aco- 
tado cuando, y sólo cuando, tiene norma finita. De este modo, el conjunto de ope- 
radores acotados constituye el espacio -4(X, Y). 

En el p. 41.6 fue mostrado que todo operador lineal A: X — Y tiene una norma 
finita en el caso cuando los espacios normalizados lineales X e Y sean de dimensión 
finita y a título de normas en dichos espacios se hayan tomado normas cuadráticas 
ixl, e Iyl, x € X, y € Y. Por cuanto en los espacios lineales de dimensión finita to- 
das las normas son equivalentes (véase el teorema 2 en el ejemplo 4), de aquí se de- 
duce que ) 

todo operador lineal A , que aplica el espacio lineal de dimensión finita A en otro 
espacio lineal, también de dimensión finita Y, está acotado, cualesquiera que sea la 
elección de las normas en estos espacios, es decir, en este caso 


AX, Y) = L(X, Y). 


7. Un espacio lineal de todas las funciones reales acotadas, definidas en el con- 
junto arbitrario X, que representa un subespacio del espacio F(X) de todas las fun- 
ciones reales f: X — R (véase el p. 57.2) se convierte en un espacio normalizado, 
siempre que se introduce en él una norma según la siguiente fórmula 


rn, E sup ISO). (57.14) 


Designemos este espacio mediante S(X). En el caso en que X' sea un espacio métri- 
co, el subespacio del espacio S(X), compuesto de las funciones f continuas en X, se 


3O DAANA 
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designará con C(X)”, y la norma (57.14) en dicho espacio se denotará, asimismo 
mediante Ifl ç . l 


Si X es un compacto en R”, entonces (véase el teorema 3 en el p. 19.6) 
Vo = sup IANI = máx If). 
teX teX 


En particular, esto es cierto para el espacio C[a, b} de funciones continuas en el 
segmento [a, b] de la recta numérica. 
8. Sea fijado un número P, l1 < p < +œ. Estudiemos un conjunto de fun- 
ciones f definidas en cierto segmento [a, b] y tales que la integral 
b 
f! fœlPdx 


a 


converge. Es fácil comprobar que este conjunto forma un espacio lineal que se de- 
nota mediante RL „la, b] ++), 


Pongamos 


def A 1/p 

Ii, = | f | sanea | A (57.15) 
a 

Mostremos que (57.15) es una seminorma en RL_ [a, b]. Es evidente que de la fór- 

mula (57.15) se deduce inmediatamente que I/I p? 0. Con ello, de la condición 

rh DF Ono se desprende que f = 0. En efecto, consideremos por ejemplo una fun- 

ción 

l para x=aq, 

0 para xe (a, b]. 


FO) = f 


Está claro que Ifi = O, pero la función f no es idénticamente nula en el segmento 
[a, b], razón por la cual no es cero del espacio lineal RL, [a, b]. 
Comprobemos la homogeneidad de la expresión (57.14): i 
} .14): para cualesquiera 
fe RL,La, b] y cualquier Ae R (o bien A e C) tenemos i 


b 1/p b 1/p 
II, = | fiora] <= lA | [tora] = IMA). 


Demostremos para (57.15) la desigualdad triangular. Cualesquiera que sean las fun- 
ciones f € RL a [a, bly ge RL p [a, b], de acuerdo con la desigualdad de Minkowski 
para las integrales (véase el p. 28.4*), obtendremos: 

b 1/p 
If + el, = l rO + goear | < 


a 


b i/p b 1/p 
< | [ura + | [recorra] = A, + igl, 


a 


*) Ces la primera letra de la palabra latina ““continuum””. 


; *+) R es la primera letra del apellido B. Riemann; L, la primera letra del apellido H. Le- 
esgue. 
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Así pues, II/I, es, de hecho, una seminorma (que no es una norma) en el espacio li- 
neal RL y [a, b1. 
Una construcción análoga es válida también para los intervalos infinitos; los 
correspondientes espacios seminormalizados se designarán también mediante RL p 
9. Analicemos un conjunto de todas las funciones continuas en el segmento [a, 
b]. Es un espacio lineal. Ya sabemos que se puede introducir en él la norma Mo 
definida en el ejemplo 7 de este punto. Se puede también considerar en dicho espa- 
cio la seminorma (57.15), con la particularidad de que la seminorma (57.15) ya será 
en él una norma. 
En efecto, si la función f es continua en el segmento [a, b] y UA FR 0, 
1 <p < +00, y, por consiguiente, 
b 
f 10) |Pdx = 0, 
a 
entonces de lo que la función |f(x)1?, x e [a, b], es no negativa y continua se infiere 
(véase la propiedad 9 de la integral en el punto 28.1) que fœ = 0 en [a, bl. 
Un espacio de funciones continuas en el segmento [a, b] provisto de la norma 
(57.15) se denota mediante CL, Ía, b]. 
De un modo semejante se construyen los espacios análogos para los intervalos 
no acotados, como también para las funciones de varias variables. 
Si un mismo conjunto pertenece a diferentes espacios lineales seminormalizados 
o normalizados (por ejemplo, los espacios C {a, b] y CL p [a, b] se componen de unas 
mismas funciones), entonces resulta útil con frecuencia estimar una norma (una se- 
minorma) de estos elementos en términos de la otra. Los teoremas que expresan las 
estimaciones de esta índole se denominan teoremas de encaje. 
Expliquemos lo dicho con un ejemplo enunciado en forma de un lema. 
Lema 3. Sea -o<a<b<+0w,1<p< +0, Si f e RL,la, b], se tiene 


A, < (b - af, La. (57.16) 
p q 


-ysife RL, la, b] N S[a, b], entonces 


Ifi, < È- aè PAAA o- (57.17) 


DEMOSTRACIÓN. Teniendo presente que la seminorma Ifi se determina según la 
fórmula (57.15), obtenemos, haciendo uso de la desigualdad de Húlder (véase el 
p. 28.4*)" 

b 


IA, = [Ol ldt < 
a b Yp r È 1/q 1 1 
< [ Suera] | jæ] = (b-a, -+-=8, 
p q 


a a 


con lo cual queda demostrada (57.16). La desigualdad (57.17) también se deduce di- 
rectamente de las definiciones (57.14) y (57.15) de las normas correspondientes: 


b 1/p b p 1/p b 1/p 
i, = [í sona | < UE vo] ar) = IA (Ja) 


a a 


ORx 
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Ejercicio 15. Denotemos con C'L; [a, b] un subconjunto del espacio CL, la, b], compu- 


esto de las funciones continuamente derivables en el segmento [a, b]. Demuéstrese que 


1) C! L, [a, b] es un espacio lineal normalizado, si como norma de la función fe El L, la, 
b] se entiende su norma en el espacio CL, la, b]; 

2) el operador de derivación D es un operador lineal no acotado D: C! L, [a, b] — CL, la, 
bl. ; 


Indicación: conviene examinar las funciones sen nx e C'L I- x, T]. 


57.5. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS SEMINORMALIZADOS 


En los espacios seminormalizados se puede introducir el concepto de sucesión 
convergente y el de su límite. 

Definición 25. Si la sucesión de elementos Lx,,) de un espacio lineal seminormali- 
zado (en particular, normalizado) X es de tal género que existe un elemento x e X 


tal que lim lx, — xi = 0, entonces la sucesión lx, ) se llama convergente en la se- 


n — œ 
minorma (norma, respectivamente) hacia el elemento x y en este caso se escribe 
x= límx,. : 
ñ — œ 


Introduciendo, en algún espacio lineal de funciones, diferentes seminormas (en 
particular, normas), obtendremos diferentes conceptos de convergencia de las suce- 
siones de funciones. Por ejemplo, la convergencia en el sentido de la norma (57. 14) 
significa una convergencia uniforme; la convergencia en el sentido de la seminorma 
(57.15) ya es una convergencia de otro género; se denomina convergencia en media 
o, más detalladamente, en el sentido de p-media (a veces se habla simplemente de la 
convergencia en el sentido del espacio Lp). Ya nos encontramos con el caso 
particular de la convergencia de este género: para p = 1 (véanse el lema 2 en el 
p. 55.2, el corolario del lema 4 en el p. 56.7 y la métrica (57.2)), y para p = 2 (véa- 
se el corolario del teorema 12 del p. 55.9). Para p = 2la convergencia en media se 
denomina también convergencia en el sentido de la media cuadrática. 

Las desigualdades (57.16) y (57.17) entre diferentes seminormas de las funciones 
permiten establecer la relación entre diferentes tipos de convergencia de las sucesio- 
nes de funciones. , 

Por ejemplo, supongamos que la sucesión de funciones Lp Le Zi y la 
función f son de tal género que 

1°. La sucesión {f} converge uniformemente en el segmento [a, b] hacia la fun- 
ción f. 

2°. Para todo n = 1,2,... :Sfa — JE Sia, b] A RL la, b]. i 

Entonces la sucesión {f} converge a la función f en el segmento [a, b] también en 
el sentido de p-media, 1 <p < +œ. 

En efecto, en virtud de (57.17), se verifica la desigualdad 


Y, AS O -= DPN, A, 


La convergencia uniforme de la sucesión [n ala función fen el segmento [a, b] sig- 
nifica que 


57.5. Propiedades de los espacios seminormalizados 437 
„5. 

lim If, — fle = 0. 

n — œ 
Por consiguiente 

Mm Y, = fl =0. 


Ejercicio 16*. Constrúyase un ejemplo de sucesión de funciones continuas no negativas 


en un segmento que sea convergente en media, pero que no con verja en ninguno de los puntos. 


Cabe prestar atención en que en un espacio seminormalizado el límite para la su- 


i úni s, si limx, =a y 
cesión convergente no es, en el caso general, único. Además, lim X, 


i i i os límites es nula: 
lím x, = b, entonces la seminorma de la diferencia de d 
n— œ 


la — bl = 0. Esto se deduce inmediatamente de la desigualdad 
la — bli < la — xi + ix, — bi. 


Lema 4. Para cualesquiera dos elementos x e y de un espacio lineal seminormali- 
zado X se verifica la desigualdad ; 


ix — Ay < lx — yl. (57.18) 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que 
ixi = Iœ- y) + yl < lx — yl + iyi, 


se tiene 
hell — tyli < ix — yi 


y, análogamente, 
iyi — ixi < ix — yi. 


De las dos últimas desigualdades proviene la desigualdad (57.18). O A 

Definición 26. Sea X un espacio lineal seminormalizado (en particular, normali- 
zado). Un conjunto E C X se denomina acotado, o, más detalladamente, rs 
en seminorma (en norma, respectivamente), si existe una constante M > 0 tal que 
para todo x € E se verifica la desigualdad Ixl < M. A 

Lema 5. Si la sucesión [x,) converge en seminorma en X, es acotada. PA 

DEMOSTRACIÓN. Sea x = lím x,; ya que la sucesión es convergente, existe 0 

n— œ 


que sin > Ng entonces lx, — xi < 1, y, por lo tanto 
lx, — x) + xi < lx, — xi + hol < ixi + 1. 


lx, ll 
¡A D Y, ixil + 1); en este caso, evi- 
. . se verifica la desigualdad lx, | < M. O 

de definirse el concepto de fun- 


hará falta el concepto de conti- 
alizado. Defina- 


Pongamos M = máx (loc, 1 , lx, 
dentemente, para todo n = 1, 2,. 
En un espacio lineal provisto de seminorma pue 
ción continua. En lo que sigue (véase el p. 57.9) nos r l 
nuidad de la función de una y dos variables en un espacio seminorm 


mos estos conceptos. 
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Sea X un espacio seminormalizado. Una función f, real o compleja, definida en 
X, se llama continua en el punto Xy € X, si para cualquier e > Oexistetaló > O que 
para todos los x e X, que satisfagan la condición lx — Xoll < ô, se verifica la desi- 
gualdad 


FO) — FX)! < e. 


Sea Y también un espacio seminormalizado. Una función f, real o compleja, de- 
finida en el producto X x Y, se denomina continua en el punto Qt YY EX x Y, si para 
cualquier € > 0 existe tal ô > 0 que para cualesquiera (x, y) € X x Y, que satisfagan 
las desigualdades lx — xol < ô, ly — Yol < ô, se verifica la desigualdad 


IŒ, y) — FAY) < e. 


Si la función f es continua en todo punto de cierto conjunto, se llama continua 
en dicho conjunto. 

Por supuesto, la definición de continuidad para los espacios seminormalizados 
puede enupciarse también con ayuda de sucesiones de los elementos del espacio. 

Por ejemplo, una función numérica f, definida en el espacio seminormalizado X. 5 
se denomina continua en el punto Xy, Si para toda sucesión (x,), que converge hacia 
Xy en la seminorma del espacio X: lim lx, — xq = 0 se verifica la igualdad 


¡im for) = Sep. e 


La equivalencia de las dos definiciones, enunciadas arriba, del límite de una fun- 
ción se demuestra según el mismo esquema que se ha usado en el caso en que X 
representaba un conjunto de números reales (véase el p. 5.7). 

Lema 6. La seminorma lxll es una función continua en el espacio seminormali- 
zado X. 

DEMOSTRACIÓN. Sean dados un elemento Xy € X y un número € > O. En virtud 
del lema 4, para todos losx tales que lx — Xol < e, tenemos Ill — 


= lx! < Mx — Xol < e, es decir, la condición de continuidad de la función en 
X se cumple con la elección de ô = e. O 


Definición 27. Sean X e Y los espacios lineales seminormalizados (en particular, 
normalizados). Se denomina aplicación isomorfa o isomorfismo de los espacios se- 
minormalizados (normalizados) X e Y una aplicación f que aplica de modo isomor- 
Jo el espacio X, en su calidad de espacio lineal, sobre el espacio Y (véase la 
definición 19) y que es de tal género que para cualquier x e X se verifica la igualdad 


xl y = 1001. 


Si para los espacios lineales seminormalizados (normalizados) X e Y existe una 
aplicación isomorfa de X sobre Y, dichos espacios se denominan isomorfos. 

Dos espacios isomorfos seminormalizados (normalizados) pueden diferir uno 
del otro sólo en la naturaleza de sus elementos y no en las propiedades del espacio. 
Por ello, en lo que sigue no vamos a distinguir a menudo los espacios isomorfos se- 
minormalizados (normalizados) compuestos de diferentes elementos: tales espacios 
pueden “identificarse”. 

Expliquemos esto con detalles. Sean X e Y los espacios lineales seminormaliza- 
dos, Y C Y*, y sea f: X — Y una aplicación isomorfa. Consideraremos un conjunto 
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i i ición a éste del conjunto 
*= YN ue se obtiene del espacio X por adici 
; * T De este o X*N X = Y*N Y. Definamos para los elementos a 
conjunto X * las operaciones de adición y multiplicación por un número y, ra a 
la norma: se acompañarán ellas de índice X*. Introduzcamos, con los fines de c 
modidad, la aplicación F: X* — Y*, definida por la fórmula 


der ( fœ), si xeX, (57.19) 
FO) = la si xe X* NX. 


Está claro que F es una aplicación biunivoca (biyección) del conjunto X* sobre el 


Ye 
i > eros À ongamos 
Ahora, para cualesquiera x € X*, y € X *y cualesquiera num: , K PONg 


Ox + 19) yo = FTIF) + FO), 
xl y. = EGO! 


El espacio X*, definido de este modo, es lineal, UN een 
isomorfo al espacio Y * y contiene X en calidad de su subconjunto. ne S 
““identifiquemos en el espacio Y * el conjunto Y con el ESPACIO X E o T 
tendemos precisamente la consideración del espacio X o a e 
(compárese con la identificación de los espacios métricos isométric ASI 


Ejercicios. 17. Sea X un espacio lineal seminormalizado. Los elementos x e X e y € X se 


denominan equivalentes, si lx — yl = 0. Denotemos por X un conjunto cuyos a son 
las clases de elementos equivalentes del espacio X. Lea EX, E X, A ad E e 
i i lemento de X que contiene A : 
mero cualquiera. Definamos X + Y como e as 
K i igl, = lxi.. Demuéstrese que las de 
lemento de que contiene Ax. Pongamos 2= biy 
deda son correctas, es decir, no dependen de la elección de los elementos x € X e y € f, y que 


io li i isto de la norma IZI g. 
X es un espacio lineal normalizado provisto ade 2 
18 Da que las funciones x + y e Áx son continuas en todo espacio lineal semi 


i ; LaS 
normalizado X (x e y son los elementos de este espacio y A es un número), en e a 
que las operaciones de adición y multiplicación por un número son continuas € p 


mencionado. 
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En el espacio lineal normalizado X puede introducirse, de modo natural, la ra 
tancia entre los elementos de dicho espacio. A saber, resulta válida la siguiente afir 
mación. l l , 

Lema 7. El espacio lineal normalizado X es un espacio métrico provisto de la 
métrica 
p(x, y) = lx — yl, (57.20) 


con la particularidad de que la convergencia de las sucesiones en el espacio X en 
j inci j la norma. 
dicha métrica coincide con la convergencia en l À 
DEMOSTRACIÓN. La función p(x, y), definida según la fórmula (57 a E 
mente una distancia: las propiedades de la distancia (véase el p. 57.1) se e a e 
las propiedades de la norma 1° — 4° (compruébese). La segunda afirmación de 


ma es obvia. U 
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Diremos que la métrica (57.20) se engendra por la norma dada del espacio X. 
Por ejemplo, una métrica engendrada por la norma lx = Xx+... + x2 en un 
espacio lineal aritmético de los vectores reales n-dimensionales x = (x,,x,,..., 
X,,) es la métrica del espacio euclideo R” definida mediante la fórmula (18.1). 

Una sucesión de puntos del espacio X, fundamental respecto de la métrica 
(57.20), se llama fundamental respecto de la norma dada en el espacio X. 


Ejercicio 19. Demuéstrese que un conjunto en el espacio lineal normalizado está acotado 


en norma (véase la definición 26 en el p. 57.5) cuando, y sólo cuando, está acotado como con- 


junto de un espacio métrico en el sentido de la métrica (57.20) (véase el ejercicio 1 en el 
p. 57.1). 


Ejemplo. Examinemos el espacio l; de sucesiones de números reales con la nor- 


ma (57.10). Designemos mediante (e,) una sucesión cuyo n-ésimo término es igual a 


la unidad, mientras que todos los términos restantes son nulos. Es evidente que para 
nm 
le, — e, l = (1 + DY = 21%, 


Por eso la sucesión de elementos €, n =1,2,... , del espacio /_ no puede conte- 
ner una subsucesión fundamental ni tampoco, por consiguiente, una que sea con- 
vergente. 

La sucesión [(e,) está acotada, pues para todo n tenemos lle, l = 1. Forma un 
conjunto cerrado en ly» puesto que el conjunto fe„} no tiene puntos límites en / (de 
lo contrario, en la sucesión se encontraría una subsucesión convergente). 

De este modo, en un espacio de dimensión finita existen sucesiones acotadas, de 
las cuales no se puede separar una que sea convergente. Existen también conjuntos 
cerrados acotados en los cuales no toda sucesión de sus puntos permite que de ella 
sea separada una convergente. 

OBSERVACIÓN 1. Si en el espacio lineal X están definidas dos normas de elementos 
I- 40) y 1-10 y estas normas son equivalentes (véase la definición '23 en el p. 57.4), 
entonces la sucesión Xy € X,n = 1,2,... , converge hacia el elemento x e X en el 
sentido de la norma į- I cuando, y sólo cuando, converge a x en el sentido de la 
norma H- 119). 

En efecto, en vista de que las normas 1-1) y 4-12 son equivalentes, existen 
unas constantes c) > 0 y c, > O tales que se verifican las desigualdades 


SES E E Cy Ax, — xA, 


De estas desigualdades deriva directamente la equivalencia de las convergencias de 
la sucesión (x,) hacia x en el sentido de las normas | - 10 y LISA 

De la equivalencia, demostrada en el teorema 2 del p. 57.4, de todas las normas 
en un espacio de dimensión finita se infiere que las convergencias de las sucesiones 
de sus puntos en todas las normas son equivalentes. Por cuanto la convergencia en 
norma cuadrática Axil, es equivalente a la convergencia en coordenadas (véanse los 
pp. 18.1 y 18.4), la convergencia de la sucesión de puntos en un espacio de dimen- 
sión finita en cualquier norma es equivalente a la convergencia de las sucesiones nu- 


méricas de las coordenadas de los puntos en consideración respecto de una base ar- 
bitraria. 
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OBSERVACIÓN 2. Observemos que en el caso cuando una seminorma no S P 
incluso una función simple como la lineal, en un espacio en in > 
dimensión finita puede resultar no continua. Consideremos, por i x un == 
cio aritmético bilineal X de los vectores x = (x,,x,) con la seminorma lx E Te 
Es realmente una seminorma, puesto que ixl = |x,! > 0. Además, ma Pen f 
número A se tiene Mx =(Ax,, Ax,), por lo cual ixi = ¡| = 
= IM ix | = FAI ixi. Por fin, si y = O yy es también un ias de a ES 
CES X+Y= (QA) + Y) Xx + Ya), por PE, al AE Ai 2 S 
< lx, Ai ly, ia lxi + iyl. De este modo, todas las prop 

cumplidas. 
Mones. que la función lineal f(x) = x, no es continua en X. En ada es 
la sucesión x™® = (1/n, 1) cualquier punto del tipo x= (0, x3) 2 e de Le 
el límite para dicha sucesión en el sentido de la seminorma en conside ; 


> 1 
lím lx — xl = lím — = 0. 


n— œ n= œn 
En particular, el punto O = (0, 0) es el límite de la sucesión {x}. Sin embargo, 
lim fx) = 1% 0 = f(O). 


n — œ 
indici i = inua en la seminorma 
Esto es indicio de que la función f(x) = x, no es contin 
ixl = 1x,1 i , , , l 
Subrayemós, no obstante, que si en un espacio de dimensión finita la o 
es una norma, entonces toda función lineal será continua respecto de esta no La 
Efectivamente, sea X un espacio lineal normalizado n-dimensional de f par ba 
cional lineal en X. Supongamos que fe}, . .. , €„} es una base en Sa lea 
guiente, todo elemento x e X es representable, y nare de Sa : aa 
s una funcional lineal, : 
forma x = xe; +... + X,€,. Por cuanto f e 


FO) = fe t.. + Xen xe) +... + X MC) = 0X +... + 0,Xp 


donde a, = f(e), k = 1,2,... ,nson los números fijos para f. a p 
> , , È; i 
la Naena de una sucesión de puntos en o oa = PA s 
i i i ia de dicha su 3 
mensión finita es equivalente a la convergencia ; c 
nos convencemos en seguida de que la continuidad de la función f deriva realmente 
3 i = E E e 
de la fórmula obtenida f(x) = a,x, + . z a 
Lema 8. La norma es una función continua en un espacio lineal normalizado en 
el sentido de la métrica (57.20). N 
En virtud de la igualdad (57.20), esta afirmación se deduce de lo n A 
norma es continua respecto de otra seminorma (véase el lema 6 en 5 p. 5 i a A 
Definición 28. Un espacio lineal normalizado se denomina completo, si E a j E 
cio métrico completo en el sentido de la métrica engendrada por la norma de 


espacio. l E 
S Todo espacio lineal normalizado completo se llama espacio de Banach”). 


*) S. Banach (1892 — 1945), matemático polaco. 
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El espacio lineal normalizado C(a, b] de funciones continuas en el segmento [a, 
b] dotado de la norma (57.14) es un espacio de Banach. Nos hemos convencido de 
esto en el p. 57.1, al considerar un espacio métrico de funciones continuas en el seg- 
mento [a, b] con la distancia (57.1) la que se engendra precisamente por la norma 
(57.14). Hemos visto que la completitud del espacio C[a, b] se desprende de lo que 
la convergencia de la sucesión en este espacio significa la convergencia uniforme de 
la misma en el segmento [a, b]. 

Teorema 3. Todo espacio lineal normalizado está contenido, y además, es denso 
en cierto espacio de Banach. 

DEMOSTRACIÓN. De acuerdo con el teorema 1 en el p. 57.1, es suficiente mostrar 
que a la completación X * de un espacio lineal normalizado X (considerado como un 
espacio métrico provisto de la métrica (57.20)) pueden ser prolongadas desde X las 
operaciones algebraicas y la norma. Es posible hacerlo con ayuda del paso al límite. 
Al igual que en la demostración del teorema 1, convengamos en considerar que 
X C X*, en otras palabras, identifiquemos el espacio X con un subespacio, iso- 
métrico a éste, de la completación X* construida en X. 

Sea, por ejemplo, x e X*e y e X*. Siendo X denso, existen en X*las sucesiones 
X, E€Xey, EX,n =1,2,... , tales que lím x, = x, lím y, = y. 

n — 00 


n — œ 


Probemos que la sucesión (x,, + y,) converge. En efecto, 
PX, + Yn Xm t Y q) = MO + Y) Om + Yml S 
S lx, — Xal + MY, — Y = PAX» Xy) + PO Y q): 


De la convergencia de las sucesiones (x,) e [y n) Se desprende que ellas son fundamen- 
tales, por lo cual la sucesión (Xx, + y,) €s también fundamental y, por lo tanto, sien- 
do X* completo, convergente. 


Pongamos, por definición, 
x+y= lím (x, + y,). 


Análogamente se determina también, pasando al límite, Ax, x € X*. 

Es fácil comprobar que las operaciones algebraicas x + y, Ax, definidas de esta 
forma para los elementos de la completación X*, no dependen de cómo se eligen las 
sucesiones [x,) e [y,) tales que x, — x, Y, — Y, X EX, y, EX, n= 1,2, 
Tampoco es difícil convencerse de que en el caso cuando los elementos pertenezcan 
al espacio de partida X, las operaciones algebraicas, definidas por nosotros, coinci- 
den con las dadas. 

Determinemos ahora la norma para xe X*. Sea Xa eX, E ES A 

lím x, = x. Mostremos que la sucesión numérica (lx, 17 es fundamental. En efec- 


n — œ 


to, de la desigualdad (57.18) tenemos, para cualesquiera n y m naturales: 
Mix il — lx, < lx, — x,, 11 = PO) Xm) (57.21) 
La sucesión (x,), siendo convergente, es, además, fundamental, por lo cual de la de- 


sigualdad (57.21) se deduce que la sucesión numérica {Ilx 1] es también fundamental 
y, por lo tanto, convergente. 
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Pongamos, por definición, 
ixl = lim lx. 
n — œ 
La norma lixll, x e X*, definida de esta manera, no depende de cómo se elige la su- 
cesión x, E X, n = 1, >. , tal que x, — x. Es fácil comprobar también, pasan- 
do al límite, que para la función Ixl, x € "X * se cumplen las propiedades de la nor- 
ma 1° — 4° y que para x € X obtenemos la norma anterior. L] 

A titulo de ejemplo indiquemos el espacio lineal normalizado CL, [a, b] de T 
ciones continuas en el segmento [a, b] provisto de la norma (57.15). Cuando p= 
esta norma engendra la métrica (57.2). Se puede mostrar que un espacio métrico x 
funciones continuas provisto de la métrica (57.2) no es completo. De acuerdo con el 
teorema demostrado, dicho espacio lineal normalizado de funciones continuas en el 
segmento [a, b] puede ser completado hasta que se obtenga un espacio completo. 
Este espacio de Banach se designa mediante L [a, b]. 

Definición 29. Un sistema de elementos x,, œa € A (A es cierto conjunto de 
índices), del espacio lineal seminormalizado X se e denomina completo en dicho espa- 
cio, si para todo elemento x e X y cada número e > 0 existen tales elementos x 

s Xon del sistema dado y tales números Ay, ... , A, que se verifica la desigual: 


dad 
x= (MX + + NX q) < €. (57.22) 


Enunciemos esta definición en una forma algo diferente, introduciendo pre- 
viamente una noción más. 
Definición 30. Un conjunto A C X se llama denso en el espacio seminormaliza- 
do X, si para todo elemento x e X y todo e > O se encontrará tal elemento a e A 
se verifique 
lx — all < e. 


Si X es un espacio normalizado y, por lo tanto, métrico, entonces, en virtud de 
(57.20), la definición 30 conduce a la misma noción de densidad de un conjunto que 
la definición 6 del p. 57.1. Ahora podemos decir: 

Un sistema |x}, œ e A , es completo en el espacio X, si el conjunto de todas las 
combinaciones lineales de sus elementos, es decir, su cápsula lineal (véase la 
definición 15 en el p. 57.2) forma un conjunto denso en X. 

Si X es un espacio normalizado, tiene sentido en él, como en cualquier otro espa- 
cio métrico, el concepto de clausura de un conjunto, y por cuanto la densidad de 
cierto conjunto en un espacio métrico significa que la clausura del conjunto citado 
coincide con el mismo espacio (véase la definición 6 en el p. 57.1), entonces la 
definición 30 en este caso puede parafrasearse del modo siguiente: 

un sistema de elementos x „œ € UA (A es cierto conjunto de índices), del espacio 
lineal normalizado X se llama completo, si la clausura de su cápsula lineal (véase el 
p. 57.2) coincide con todo el espacio X. 

Con el caso particular del concepto de completitud para un sistema de funciones 
ya nos hemos encontrado en el p. 55.8. 

Definición 31. Si en el espacio lineal normalizado X existe un conjunto nume- 
rable de elementos que forma un sistema completo del espacio X, este último se de- 
nomina separable. 
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En conclusión de este punto introduzcamos el concepto de base, y, ante todo, el 
de serie en el espacio X. 

Definición 32. Sea x,,n = 1,2,... , una sucesión de elementos del espacio li- 
neal normalizado X. Pongamos Sy =X+...+xXx,2n=1,2,... ; un par de 
sucesiones [x,), [s,) se llama serie (con el término general X,) y se designa 


y Xa (57.23) 
n=1 
los elementos Sn se denominan n-ésimas sumas parciales de la serie (57.23). 
Si la sucesión s„, n = 1,2,... , converge en el espacio X, la serie (57.23) se lla- 
ma convergente. En este caso el límites = lím s, de la sucesión Spn = A 


n = œ 


se llama suma de la serie (57.23) y se escribe 


YX, =5. 


n=] 
De este modo, al igual que en el caso de las series numéricas, el mismo simbolo 
oo 
y X, se empleará para designar tanto la propia serie, como también su suma, si la 
n=1 
serie converge. 


Lo mismo que para las series numéricas, para las series en los espacios lineales 
normalizados subsisten las siguientes afirmaciones. 


00 
Si la serie (57.23) converge, converge también la serie y Ax, con la particulari- 
œ 00 Az l 
dad de que si y X, = S, entonces y Ax, = As. 
n=l n=l 
Si en el espacio X convergen dos series, converge también una serie cuyo término 


es igual a la suma de sus términos generales y la suma de esta última serie es igual a 
la suma de las sumas de las series dadas. 


Definición 33. La sucesión de elementos eps n g 1, 2, .. . de un espacio lineal 
normalizado se llama base, si, cualquiera que sea el elemento x, existe una sucesión, 
y sólo una, de los números A, n =1,2,... , tal que 

x= y Any" (57.24) 


n= 1 
De este modo, si la sucesión (e, es una base del espacio X, para todo elemento 
xex existe una, y sólo una, sucesión de los números (A,) tal que para cualquier 
€ > 0 se tiene tal número n, que para todos losn > n, se verifica la desigualdad 


lx— (Aye, +...+2,8,)1 < e. (57.25) 


La fórmula (57.24) se denomina desarrollo del elemento x según la base fe}. 

No es difícil convencerse de que si el sistema de elementos [e,) forma una base, 
es linealmente independiente. Esto proviene en seguida de la unicidad del desarrollo 
de los elementos del espacio según la base. En efecto, si los elementos e, n= 1,2, 
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. , resultaran ser linealmente dependientes, se encontraría entre ellos un conjun- 
to finito de tales €,,, . . . , €,» que para ciertos números Ay, . . . , Ag» NO todos 
iguales a cero, tendría lugar la igualdad Men: +... + Agen, =0, es decir, se 
obtendría un desarrollo del cero según los elementos de la base con coeficientes que 
no son todos nulos. Por cuanto para el cero se tiene un desarrollo trivial 
0 = y Oe, queda con esto perturbada la condición de unicidad del desarrollo de 

n= 1 
los elementos según la base. . 

Si un espacio lineal normalizado dispone de una base compuesta por un conjun- 
to finito o numerable de elementos, este espacio es separable. En efecto, no es difícil 
comprobar que el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos 


“de las bases citadas con coeficientes racionales es numerable y denso en todo el espa- 


cio. 

OBSERVACIÓN. Recalquemos la diferencia que existe entre la sucesión de elemen- 
tos que forman un sistema completo y la sucesión de elementos que forman una ba- 
se. En el primer caso los coeficientes Ay, k = 1,2, ... ,n, en la desigualdad 
(57.22) dependen, en el caso general, no sólo de la elección del elemento x e X, sino 
también de la elección del número e. Por el contrario, en el segundo caso los coefi- 
cientes Aj, k =1,2,... ,n, en la desigualdad (57.25) se determinan sólo por el 
mismo elemento (se llaman coeficientes del desarrollo del elemento x según la base 
dada, o bien coordenadas del elemento x para la base dada) y es sólo su cantidad, es 
decir, el número n,, el que depende de la elección de £. 

Existen espacios de Banach separables en los que no hay base. En el punto que 
sigue será considerada una clase más estrecha de los espacios, donde la base siempre 
existe. 


57.7. ESPACIOS LINEALES PROVISTOS DE PRODUCTO ESCALAR 


Definición 34. Una función real, definida en el conjunto de los pares ordenados 
ae elementos de un espacio lineal real y denotada por (x, y), x € X, y € X, se llama 
multiplicación escalar, si satisface las siguientes condiciones: 

1°) œ, y) = Q, xX), xE X, y EX; 

2°) Ax + uy, Z) = MAD) + pO, z) xE X, yEX,zEX, A y u son unos núme- 
ros reales; 

39% (x,x) > 0, xe X; 

4°) si (x, x) = 0, entonces x = 0. 

Observemos que de la propiedad 2° se desprende que para todo x e X se verifica 


la igualdad 
(x, 0) = 0. 


En efecto, (x, 0) = (x, 0-0) = Xx, 0) = 0. 

Definición 35. Una función real (x, y), definida en el conjunto de los pares orde- 
nados de un espacio lineal real X, x € X, y € X, y que satisface sólo las condiciones 
1°, 2°, 3°, se llama multiplicación semiescalar. 

De un modo análogo se introduce también el concepto de multiplicación semies- 
calar (en particular, escalar) en el espacio lineal complejo R. En este caso la función 
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de valores complejos (x, y) lleva el nombre de multiplicación semiescalar (escalary- 
respectivamente), si satisface la propiedad 2° para cualesquiera números complejos 


A y p, la propiedad 3° y la propiedad 
1D y») = 0, x), xeX, yeX, 
donde, como siempre, la raya por encima del número significa un número complejo 


conjugado de él. 


En adelante, por espacio lineal se entenderá un espacio lineal real, si no se espe- 
cifica alguna otra cosa. 


El resultado de una multiplicación escalar (semiescalar) de dos elementos x € X e 
y € Y se denomina producto escalar (semiescalar) (x, y). Los espacios lineales, para 
cuyos elementos está definida la operación de multiplicación escalar (semiescalar), 
se llaman espacios lineales provistos de producto escalar (semiescalar). 


Lema 9. Para cualquier par de vectores x e y de un espacio lineal X provisto de 
producto semiescalar se verifica la desigualdad 


(o, y? < (2,0, y), (57.26) 
llamada desigualdad de Cauchy — Schwartz. 


DEMOSTRACIÓN. Para todo número real A, en virtud de la propiedad 3° de la 
multiplicación semiescalar, se tiene l 


(Ax + y, Ax + y) > 0. 


Al aplicar las propiedades 1° y 2° de la multiplicación semiescalar, obtendre- 
mos: 


Mx, x) + 2Mx, Y) + Y, y) > 0. 
Si (x, x) = 0, entonces 2A(x, y) + (y, y) > 0. Por cuanto esto es cierto para 
cualquier A real, (x, y) = 0, y, por consiguiente, la desigualdad (57.26) es lícita: sus 


ambos miembros se reducen a cero. En cambio, si (x, x} + 0, entonces el discrimi- 
nante del trinomio obtenido, cuadrático respecto de A, es no positivo: 


(x, y pa (x, DO, y) < 0, 


lo que es equivalente a la condición (55.26). 


Corolario. Para cualquier par de vectores de un espacio lineal provisto de pro- 
ducto semiescalar se verifica la desigualdad 


Vx +y, x + y) <y, + VO, y), xeX, yex. 
En efecto, al aplicar la desigualdad de Cauchy — Schwartz, obtendremos: 
œ +y, x + y) = (x, x) + 2%, Y) + 0, y) < 
< œx) + 240,90, y) + vy) = VE + VO, O 


Ejercicio 20. Demuéstrese que en el espacio lineal complejo X provisto de producto se- 
miescalar se verifica la desigualdad 


Iœ, y)? < œ, d0, y), xeX, yeX. 
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Si en un espacio lineal X provisto de producto semiescalar se pone 
lxi = v(x, x), xeX, (57.27) 


nción llell satisface las propiedades 1° — 3° de la seminorma. La pro- 
E EN seminorma proviene de la propiedad 3°, dela multiplicación semies- 
calar, la propiedad 2°, de la propiedad 2° y la propiedad 3° de la seminorma, del co- 
i ] lema 9. 

cuado la multiplicación semiescalar es escalar, la seminorma Gran es una 
norma. En efecto, la propiedad 4° de la norma deriva de la propiedad 4 de la mul- 
tiplicación escalar. De este modo, se ha demostrado la siguiente afirmación. 

Lema 10. Todo espacio lineal provisto de producto escalar (semiescalar, respec- 
tivamente) es un espacio normalizado (seminormalizado, respectivamente) con una 
norma (seminorma, respectivamente) determinada por la fórmula (57.27) y, por 
consiguiente, un espacio métrico con la métrica (57.20). + 

La seminorma (57.27) se llamará seminorma (norma, respectivamente) en- 
gendrada por el producto semiescalar (escalar) dado. La distancia (57.20), en- 
gendrada por la norma (57.27) de un espacio lineal dotado de producto escalar, se 
llamará también distancia engendrada por el producto escalar dado. , dea 

Al aplicar la designación de la seminorma, podemos escribir la desigualda 


i la forma 
AOS 16,91 < ld My. (57.28) 


57.8. EJEMPLOS DE ESPACIOS LINEALES PROVISTOS 
DE PRODUCTO ESCALAR 


1. En el conjunto de números reales R una operación ordinaria de multiplicación 
es también multiplicación escalar en el sentido de la definición 34. 
En el conjunto de números complejos C el producto escalar de los números x € y 
roducto xy. 
paca real a n-dimensional R”, donde e producto es- 
calar de los vectores x = (Xj. , Xp) € Rey = Øp. 1 y y) ER” se determina 
según la fórmula (véase (18.32) en el p. 18.4) 


(x, y) = xJ; F-ra + XW 


es un espacio lineal provisto de producto escalar en el sentido de la definición 34 del 
p. 57.7. En este caso la norma del elemento x € R” coincide con su longitud Ixi 
(véase el p. 57.4, ejemplo 2): 


ixi = ixl = V+... +, 
y la métrica correspondiente, con. la distancia en el espacio puntual aritmético 
n-dimensional: 
p(x, y) = ix — yl = V, -yP +.. +t y)? 


j i ás ha sido 
Recordemos que para este espacio la desigualdad de Cauchy Schwartz 
demostrada antes (véanse el lema 1 en el p. 18.1 y la desigualdad (18.39) en el 
p. 18.4). 
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En el espacio complejo aritmético C” (véase el p. 57.2) el producto escalar se 
introduce por medio de la fórmula 


Ay) =X Y +. Xp X= (Xp... A )EC”, y =p... s Yp E C. 


3. Analicemos el espacio lineal seminormalizado RL, [a, b] (del ejemplo 8, el 

p. 57.4), compuesto de las funciones de cuadrado integrable (por regla general, en el 
sentido impropio) en el segmento [a, b], es decir, de tales funciones f, para las cuales 

b 

¡Rua < +00. 

a 
Sea f e RL,[a, b] y g € RL, l[a, b]. Recordemos que el producto de las funciones que 
son integrables según Riemann en cierto segmento es también integrable según 
Riemann en dicho segmento. Por eso, en cualquier segmento [£, y] C [a, b] que no 
contiene puntos singulares de las funciones f y g (véase el p. 55.1), el producto fg es 
también integrable según Riemann y, por lo tanto, hay sentido en considerar la in- 
tegral impropia 


b 
[Oe Oat. (57.29) 


a 


Por cuanto, además, en cualquier punto x, que no sea singular para las funciones f y 
g, es válida la desigualdad 
PAO + 240" 
FOAI < e , 
entonces la integral (57.29) converge y, además, absolutamente. 
El producto semiescalar en este espacio se determina por la fórmula 
b 


C8) = [SO Ndr. (57.30) 


a 


Las propiedades 1°, 2°, 3° del producto semiescalar se comprueban con facili- 
dad. El espacio obtenido, provisto de producto semiescalar (57.30), se designará 
también mediante RL,la, b]. 

Observemos que la desigualdad (57.26) en este caso puede ser escrita en la forma 
siguiente: 


b 2 b b 
( [rostd) < [Pa |emdr; 


representando en sí un caso particular de la desigualdad de Holder (véase el 
p. 28.4*) para p=q=2 y llevando el nombre de desigualdad de 
Cauchy — Buniakovski**). 


* Dicha desigualdad proviene de la siguiente desigualdad evidente: (1f(t)l — 
= lg? > 0. 


**) V. Ya. Buniakovski (1804 — 1889), matemático ruso. 
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La seminorma engendrada por el producto semiescalar (57.30) tiene, evidente- 


mente, la forma 
b 
IA = | [P Oat, (57.31) 


es decir, coincide con la seminorma (57.15) examinada en el ejemplo 8, del p. 57.4, 
para p = 2. De aquí se deduce que el producto semiescalar (57.30) no es escalar, 
puesto que en el p. 57.4 se ha establecido que la seminorma (57.15) no es una nor- 
ma, para todo p > 1. 

Sin embargo, en el subespacio CL,[a, b] del espacio RL ¿La, b], que se compone 
sólo de las funciones continuas en el segmento [a, b], el producto semiescalar 
(57.30) ya es escalar, pues, según se ha demostrado en el ejemplo 9 del p. 57.4, en 
este caso 


VA, = VU, A, fe CL,la, b] 


es no sólo una seminorma, sino también una norma. 
Para la distancia entre dos funciones continuas f y g en este espacio obtenemos 
la fórmula 


b 1/2 
rf, 2) = If— gl = í f YO) -— T ' (57.32) 


Ya nos hemos encontrado con la convergencia de las funciones en el sentido de 
esta métrica: véase, por ejemplo, el corolario del teorema 12 en el p. 55.9. 

Todo lo dicho se extiende de modo natural a las funciones definidas en cual- 
quier intervalo infinito, en particular, en todo el eje. 


Ejercicio 21. Sea X un espacio lineal provisto de producto semiescalar. Los elementos 


xe X e y € Y se llaman equivalentes, si lx — yl? = (x — y, x — y) = 0. Designemos me- 
diante X un conjunto cuyos elementos están constituidos por las clases de elementos equiva- 
lentes del espacio X. Sea če X, JeX, xeX, y e Y, sean A y p unos números. Definamos 
AZ + pĵ como un elemento del conjunto X que contiene Ax + uy, y pongamos (%, Y) = (x, 
y). Demuéstrese que estas definiciones son correctas, es decir, no dependen de la elección de 
los elementos x € Fe y € Y, y que X es un espacio lineal, mientras que (Š, Y) es el producto es- 
calar en X. 


57.9. PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS LINEALES PROVISTOS 
DE PRODUCTO ESCALAR. ESPACIOS DE HILBERT 


Un espacio lineal provisto de producto semiescalar es también, de acuerdo con 
(57.27), seminormalizado. Por eso, para él están definidos el concepto de sucesión 
convergente, de su límite y el de función continua (véase el p. 57.5). 

Lema 11. El producto semiescalar (x, y) es una función continua (véase el 
p. 57.5) de sus argumentos x e y en el conjunto X x X,x€eX, yEeX. 

DEMOSTRACIÓN. Efectivamente, para cualesquiera xy € X, yyEX,xe XeyeX 
se verifica la desigualdad E 


o» Y) — Qe, yy = Io- x, YY)! + 0%, Yo — Y) < 
< lx, — xt iyot + ixl iy — Yol, (57.33) 


SJA CAiAo0oGQ 
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de la cual proviene inmediatamente la citada continuidad del producto semiescalar. 
En efecto, si x€eU(xp ô) ye U0, 5), entonces, al observar que 
Ixl < Mx — xol + Ixl < Ixoll + ô, de (57.33) obtenemos 


Ay Y) — œ» < ¿yo + (xof + 9)6. 


De aquí se infiere que para cualquier € > 0 fijo siempre podemos elegir 
ô = 5(e) > O de modo tal que para x e U (Xg ô), y € Up ô) se verifique la desi- 
gualdad | (Xy Yo — O, y)l < e; para ello basta elegir ô > 0 de tal manera que sea 
¿yo + (ixl + 8) 6 < e, lo que, evidentemente, es siempre posible. C 

En el espacio X provisto de producto semiescalar podemos hablar sobre la con- 
vergencia de las series en seminorma engendrada por el producto semiescalar: la se- 


rie y Xp X EX, x = 1,2,... ,se llama convergente, si la sucesión de sus sumas 


n=1 
n 


parciales s, = y X„ converge en la seminorma mencionada hacia cierto elemento 


k=1 
o 


s e X, el cual se denomina suma de la serie: s = È x 
n=1 


Indiquemos que la suma de una serie en el espacio provisto de producto semies- 


n 


calar no está definida univocamente. No obstante, sis = y x, ys* = y Xy, €S 

n=1 n=1 
decir, si s y s* son las sumas de una misma serie, entonces lls* — sll = 0 (véase el 
p. 57.5), por lo cual para cualquier elemento ae X tiene lugar la igualdad 
(s*, a) = (s, a). En efecto, en virtud de la desigualdad de Cauchy — Schwartz, pa- 
ra un producto semiescalar tenemos 


K(s*, a) — (s, al = I(s* — s, a)l < ls* — sh lal = O. 


De la continuidad del producto semiescalar en todo el espacio se desprende, por 
ejemplo, que las series en un espacio provisto de producto escalar pueden multipli- 
carse término a término no sólo por los factores numéricos, sino también por los ele- 
mentos del mismo espacio. Demostrémoslo. 

Lema 12. Supongamos que en el espacio X provisto de producto semiescalar está 
dada una serie convergente 


Lo 2] 
Y Xx. =5 EX n=1,2,... 
ñn=1 


Entonces para cada elemento a e X una serie numérica que se obtiene de la dada 
multiplicándola término a término por a es también convergente y 


Y (%, 2) = (5, 2). 
n=1 


ao 


En otras palabras, para la serie convergente y xy y cualquier elemento a € X 
n=1 


se verifica la desigualdad 
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E Cp 0) = ( E *» 2). 


n=1 = 1 


DEMOSTRACIÓN. Por cuanto n 
s= lím ; 
` n— œ È Xg 
k=1 
se tiene 
[e] n n n 
(x, a) = lim x = l = í = . 
2. E AR Pi ei ti ( p? oR a) (un 2 a) a 


Ejemplo. Consideraremos el espacio RL,[a, b] del ejemplo 3 en el p. 57.8. Su- 
pongamos que la serie y f(t) de funciones f, € RL,la, b] converge en este espa- 
n=1 


cio a la función fe RL,la, b]: 


Y fO =f, tela, bl, 


n=1 


es decir, la sucesión de las sumas parciales 


sO = ELO 


k=1 


de esta serie converge a la función f en el sentido de la media cuadrática: 
b 


lím [rO = s,(0)2dt = 0. 


a 


Entonces, de acuerdo con el lema 12, para toda función y(x) e RL,[a, b] tenemos 


Ue = Y UP) 


n=1 


es decir, : 
[Sade bddx = y (pood. 
En particular, clado p=1, id 
[Sax = y [podr 


En otras palabras, 
b 


¡[EooJar= X 


b 
[Sn 0dx. 


1 


Así pues, si una serie de funciones de cuadrado integrable en el segmento [a, b] 
converge en éste en el sentido de la media cuadrática hacia cierta función, también 


oax 
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de cuadrado integrable en [a, b], entonces la serie puede integrarse término a térmi- 
no. 

Por cuanto de la convergencia uniforme de una sucesión de funciones continuas 
se deduce la convergencia de dicha sucesión a la misma función también en el senti- 
do de la media cuadrática (véase el p. 57.4), de la afirmación aquí demostrada pro- 
viene que 

si la serie de funciones continuas converge en un segmento uniformemente, se 
puede integrarla término a término. 

Este mismo resultado se ha obtenido por otro procedimiento antes, en el 
capítulo sobre las series (véase el teorema 9 en el p. 36.4). 

Definición 36. Dos espacios lineales X e Y con producto escalar (semiescalar) se 
llaman isomorfos, si son isomorfos como espacios lineales, y la aplicación f, que 
aplica el espacio X sobre el espacio Y y realiza este isomorfismo, conserva el pro- 
ducto escalar (producto semiescalar), es decir, para cualesquiera dos elementos 
xeXeyeX se verifica la igualdad 


Qe, y) = F), FO). 


Dos espacios lineales isomorfos provistos de producto escalar (semiescalar) 
pueden diferenciarse sólo en la naturaleza de sus elementos y no en las propiedades 
métricas, razón por la cual en adelante muy a menudo los espacios lineales isomor- 
fos provistos de producto escalar (semiescalar) no se destinguirán. 

Aclaremos esto con un ejemplo. Sean X e Y * unos espacios lineales provistos de 
producto escalar (semiescalar) y sea f la aplicación isomorfa del espacio X en un 
conjunto Y C Y*. En este caso, ‘‘al identificar” los elementos del espacio X con los 
elementos correspondientes del conjunto Y, podemos considerar el espacio X como 
un subespacio del espacio Y *, Se entiende (compárese con las construcciones corres- 
pondientes en el p. 57.1 y p. 57.5) el estudio del espacio lineal .X* compuesto de los 
elementos del espacio X y los del conjunto Y* N Y. Las operaciones de sumación 
de los elementos y su multiplicación por un número en el espacio X* se introducen 
igual que en el p. 57.5 (después de la definición 27), mientras que el producto esca- 
lar (semiescalar) (x, y) y+., x € X*, y € X*, se determina en el espacio a través del 
producto escalar (semiescalar) en el espacio Y * mediante la biyección F: X* — Y*, 
que viene definida por la fórmula (57.19) de la manera siguiente: 


Q, Y)y. = Fœ), FO), 
donde en el segundo miembro figura el producto escalar (semiescalar) en el espacio 
Y *. Es fácil comprobar que el espacio X* es isomorfo al espacio Y*. 
Ejercicios. 22. Demuéstrese que todos los espacios lineales r-dimensionales provistos 


de producto escalar son isomorfos entre sí. 
22. Demuéstrese que todo espacio lineal n-dimensional provisto de producto escalar es 
completo en el sentido de la métrica engendrada por el producto escalar. 


Definición 37. Un espacio lineal provisto de producto escalar, completo en el 
Sentido de la métrica engendrada por el producto escalar dado, se llama espacio de 
Hilbert. *) 


* D. Hilbert (1862 — 1943), matemático alemán. 


A 
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Un espacio simplemente lineal provisto de producto escalar lo llaman también 


prehilbertiano. Esta denominación se justifica por el siguiente teorema. 


Teorema 4. Todo espacio prehilbertiano X se contiene y, además, es denso, en 


cierto espacio de Hilbert X*. 


DEMOSTRACIÓN. De acuerdo con los teoremas 1 del p. 57.1 y 3 del p. 57.6, basta 


mostrar que a la completación X'* del espacio lineal normalizado X puede prolon- 
garse desde X un producto escalar, conservando las propiedades 1° — 4°. Esto se 
puede hacer pasando al límite. En efecto, por cuanto X = X*, para cualquier par 
de puntos x € X* e y e X* existen las sucesiones de puntos x, € X, y„ EX, n = 1, 


2,... , de tal género que 


lim x, =x, límy, = y. 
n- œ 


n — œ 


Probemos que existe lim (X,,, Yn) Efectivamente, de la desigualdad (57.33) se 
n — œ 
infiere que para cualesquiera m y n naturales 


lmn Ym E Xa Yn)! s lo E Xp ly y! + lo! Wm ki Y). 


Puesto que las sucesiones (x,) e Íy,), siendo convergentes, están acotadas en norma 
y son fundamentales, de la desigualdad mencionada proviene que la sucesión numé- 
rica ((x,,, Yn) es también fundamental y, por consiguiente, converge. 

Pongamos, por definición, (x, y) = Mim p Yn). Es fácil comprobar, pasando 


al límite, que esta definición no depende de la elección de tales sucesiones {x} e [y,,) 
que x, — X, Yn — y, y que para la función (x, y), definida de este modo se cumplen 
las propiedades 1° — 4° del producto escalar. O l l l 

El espacio obtenido de Hilbert se llama completación del espacio prehilbertiano 


de partida. , , i 
Como ejemplo de espacio de Hilbert interviene el espacio euclideo 


n-dimensional (véase (57.8)). Otros ejemplos serán considerados más abajo. 
Ejercicio 23. Demuéstrese que un espacio prehilbertiano, isomorfo al espacio de Hilbert, 


es un espacio de Hilbert. 
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Recordemos (véase el ejemplo 3 en el p. 57.8) que un espacio lineal de funciones 
continuas en el segmento [a, b] provisto de producto escalar, definido según la fór- 
mula (57.30), se denota mediante CL,[a, b). 

La norma en el espacio CL, [a, b] se determina mediante la fórmula (57.31). 

Lema 13. Es espacio CL, la, b] no es de Hilbert. 

DEMOSTRACIÓN. Para convencerse de que todo espacio CL, la, b] no es comple- 
to, basta considerar el espacio CL la, b] para cierto segmento fijo (¿por qué?). Eli- 
jamos, para concretar, el segmento [— 1, 1] y demos un ejemplo de la sucesión de 
funciones fundamental en el espacio CL,[— 1, 1] que no converge en dicho espacio. 
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Pongamos 
=1, si —1< l 
, <= xX < ma 
n 
Sa) = nx, si — 1 l 
> <x< o (57.34) 
l, si 2 xX 1 
n , 
P n = 1,2,... 
ig. 237). Es evidente que las funci 
nc = 
iones f(x), n = 1,2,... , son continuas en el 


segmento [— 1, 1]. Observando lue 
go que |f œ! < 1, tenemos 
A = fn — fn (00) 1? T a 
Vn mOl de= | 14,0) — Sfm 00 ?dx < 


—1l/n 


l/n 
< | RO + pld < 4 i Pei 
—1/n í 
-1n n 


a D se deduce que la sucesión (57.34) es fundamental en el es- 
d e a be & > 0, entonces, al elegir no de modo tal que sea 

, > My y Cualesquiera m > n tendremos Uf, — 
A PI TOA 

n no 

-1l para —-1<x=<0O0, 
Am f  (e) = 0 para x=0, 
l para O<x<l, 

es natural esperar que si la sucesión fn} converge en el sentido de la media cuadráti- 


ca, converge hacia la misma funció 
o a ción, a la que converge puntualmente, es decir, ha- 
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E: 2 


Fig. 238 


—1] para -1<x=<0, 
def 
fo) = O para x=0 
l para 0O<x<l. 


por lo cual fé CL J0, 1]. Por consiguien- 


Sin embargo, esta función f es discontinua, 
límite en el espacio CL,la, b]. Pro- 


te, es natural esperar que la sucesión (f,) no tiene 
bémoslo. 
No es difícil de convencerse de que la suc 
[—1, 1] en el sentido de la seminorma (57.31 
1 


esión (57.34) converge en el segmento 
) hacia la función f. En efecto, 


=? = | 1400 -Sal dy = 


-1 
1/ +1/n 


= | -s ovas | OI + If (9 1ax < 


—1/n —1/n 
+1/n 


< 4 f DO para n— œ, 
—1/n de 


pues, 1f(x)! < 1, If, 0091 < 1,x€ [—1, 1]. (57.35) 

El límite según la seminorma no €s único y por eso surge la cuestión: ¿existe O 
no, además, una función continua que también sirva de límite de la sucesión {fn} en 
el sentido de la media cuadrática? Mostremos que tal función no existe. Admitamos 
lo contrario. Supongamos que existe una función g(x), continua en el segmento 


[— 1, 1], tal que 
lím lg — fal =0. (57.36) 
n— œ 
En este caso 
If — A= Sn + n eM < Af- Sf + n- el, 


ntinua, el símbolo iyl significa aquí la semi- 


*) Por cuanto f — f, ya no es una función co 
se en consideración también en los razona- 


norma (57.31) de la función y. Esto debe tomar 
mientos que siguen. 
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donde ambos sumandos del segundo miembro, en virtud de (57.35) y (57.36), tien- 


den a cero cuando n — œ, mientras que el primer miembro no depende de n, por 
consiguiente, 


1 
| 1400 — 801?dx = If — gl? = 0; 
-1 
y, con mayor razón, 
0 1 ; 
f Iœ — 2()1?dx = 0, | Iœ) — g(x)! ?dx = 0. (57.37) 
-1 0 
Examinemos, por ejemplo, el caso de x 2 0. Dado que las funciones fyg son 
continuas en el intervalo (0, 1), entonces, en virtud de (57.37), coinciden en dicho 
intervalo (véase la propiedad 9 de la integral definida en el p. 28.1). Por eso 


8&(+0) = ¿Am g0 = ‘lim fœ = 1, 


Por analogía, considerando el caso cuando x < 0, tendremos 
¿(0 = lim f0) = —1, 


es decir, g es una función discontinua. 

La contradición obtenida demuestra precisamente la afirmación. O 

Así pues, el espacio lineal CL,[a, b] no es completo. No obstante, sabemos que 
todo espacio prehilbertiano puede ser complementado hasta que se obtenga un es- 
pacio completo, en particular, esto es cierto con relación al espacio en considera- 
ción. Volveremos a este problema un poco más abajo y ahora mismo analizaremos 
un espacio más. 

Trataremos de abarcar una clase de funciones más amplia que las funciones conti- 
nuas, a saber, consideraremos el espacio lineal RL, la, b) de las funciones de cuadra- 
do integrable en cierto segmento [a, b] (véase el ejemplo 3 en el p. 57.8) y provisto 
de producto semiescalar que viene definido mediante la fórmula (57.30) y constru- 
yamos, valiéndonos de este espacio, otro espacio dotado de producto escalar. 

Definición 38. Dos funciones S y g de cuadrado integrable en el segmento [a, b] 
las llamaremos equivalentes, si la seminorma (57.31) de su diferencia es igual a cero: 


b 
If- gl = | 160) - ¿to Pax = 0. (57.38) 


La equivalencia de las funciones en el sentido de esta definición se designará por 
el simbolo. 


Íf- e. (57.39) 


El empleo en este caso del mismo símbolo que se ha usado para designar la igual- 
dad asintótica de las funciones, es decir, designar su equivalencia en el sentido del 
orden de su variación (véase la definición 3 en el p. 8.2), no nos llevará a equivoca- 


ciones algunas, puesto que cada vez quedará claro de qué equivalencia entre las fun- 
ciones se trata en el caso dado. 
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La relación de equivalencia (57.39) posee las siguientes propiedades: 
-f 
2%) si f ~ g, también g ~ f; n 
o) sif ~ gyg ~ h, entonces f ~ h. l 
La ao de todas las funciones de cuadrado integrable en el a bl, 
es decir, el espacio RL>[a, b] lo dividiremos en clases de las TE T 
"Di ivalencia y se denotarán por le - 
í. Dichas clases se llamarán clases de equiv 
ua aE F,G,H,... ,y la totalidad de ellas, por y . Toda función f. e 
teneciente a la clase de equivalencia F, se denominará E de ote cd 
de construcción del conjunto Y , sue i 
Expresando brevemente el proceso i EE a 
i j tiene del conjunto de todas las funcione 
que dicho conjunto se ob 5 ; E 
ʻi i i tos equivalentes. Así pues, 
able por ‘“‘identificación’”’ de sus elemen Í p 
a las funciones equivalentes se considera como un único elemento del 
junto 3. l 
Sn todo Fe Y y cada número real A el elemento AF se E de sE PORE 
i también u 
igui ij tante f € F, entonces la función Af ser 
siguiente. Elijamos un represen l ia 
i i nto [a, b], y por lo tanto, p 
nción de cuadrado integrable en el segme 
El clase de equivalencia, es decir, será un representante de cierto Dn per 
teneciente a Y , el cual se determina precisamente como m A eT 
Con el fin de mostrar que esta definición es correcta, conviene demos rar q pl 
elemento AF no depende de cómo se elige la función fe F. En efecto, si 4 de y 
f, € F, entonces f, ~ f, es decir, Ii- f = 0. Por consiguiente, ` i a 
: NI = IAI if, — fi = 0, lo que quiere decir que Mi~ Nf. o de de 
cone i de equivalencia, es decir, a u - 
funciones X} y TE a una misma clase q 
to del conjunto ù. , 
i R ANA operación de adición de los elementos del aa i Fi 
Fe% yGe3 . Elijamos unas funciones f € g y f € G. Un elemento F E ` E 
finamos como una clase de equivalencia que contiene el elemento f + g. Esta de 
nición es unívoca, pues, si | 
JeF, fieF, 8€G, gEG 


y, por consiguiente, 


fi ~f, 81” 8, 
entonces e 
Y, - fl =0, lg, — gl = 0. 
Por esto E 
0< Wi, +2) - +D < Y, — Al + lg, — gl = 0, f 
es decir, 


ÍF+281-f+8 


y, de este modo, la función f} + g, pertenece a la misma clase de equivalencia que 
la función f + g. 
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Así pues, para sumar los elementos del conjunto Y o multiplicarlos por un nú- 
mero, se deben elegir sus representantes, sobre los cuales ha de realizarse la opera- 
ción indicada; de resultas se obtendrá cierta función; la clase de equivalencia, de cu- 
yo representante es la citada función, será precisamente el resultado de la operación 
que se considera. 

El conjunto Y con las operaciones introducidas AF y F + G forma un espacio 
lineal. En efecto, para dichas operaciones se cumplen las propiedades 1°, 2%, 3° de 
la definición 11 en el p. 57.2. Comprobemos, por ejemplo, que para cualesquiera 
Fev,GeBd y todo número A se verifica la desigualdad 


MEF + G) =F + G. (57.40) 


Sif e F y g € G, entonces, de acuerdo con la definición de adición de elementos del 
conjunto Y , obtendremos f + ge F + G,A(f + g)e AF + G). Por cuanto f y g 
son los elementos del espacio lineal, entonces Af + g) = Af + Ng. En virtud de la 
regla de multiplicación de los elementos de Y por un número y de adición de estos 
elementos 


MEN”, REAG, NM + MEN” + AG. 


De este modo, las clases de equivalencia AF + G)yAF + AG contienen un ele- 
mento común Mf + g) = Af + Ng, y, por lo tanto, coinciden. La igualdad (57.40) 
queda demostrada. 

Análogamente se comprueba también el cumplimiento de las demás propiedades 
de los espacios lineales (véase la definición 11 en el p. 57.2) para las operaciones de 
EN y multiplicación por un número de los elementos pertenecientes al conjun- 
to 

Indiquemos que la clase de equivalencia que contiene una función idénticamente 
igual a cero en el segmento [a, b] representa el cero del espacio lineal obtenido y. 
Esta clase se compone de.aquellas, y sólo aquellas, funciones f que son equivalentes 
a cero, en otras palabras, para las cuales la seminorma (57.31) es igual a cero: 


IAN = 0, es decir, E 


[Pod = 0. 


a 


Definamos ahora en el espacio lineal Y la multiplicación escalar. Sea F € y, 
Ge Y ; elijamos, en las clases F y G, ciertas representantes f e F y g € G y ponga- 


mos 
def 


(F, G) = (8). (57.41) 


De este modo, para multiplicar escalarmente los elementos del espacio Y , es preciso 
elegir sus representantes y multiplicarlos escalarmente uno por otro (en el sentido 
del producto semiescalar (57.30)). El resultado obtenido será precisamente igual al 
producto escalar de los elementos en consideración del conjunto y 

La definición (57.41) tampoco depende de la elección de las funciones en las cla- 
ses de equivalencia. En efecto, si 


JEF, JEF, g€6, g¡ CG, 
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entonces a E 
y, por consiguiente, 
If -f = O, lg, — gll = 0. 


Por eso, haciendo uso de la desigualdad de Cauchy — Schwarz (57.28), obtendre- 
mos 


0< If, 2) - ADi = 110, 2) — 6, 2p] + (6, 2) - 6 Il < 
< Ifi — fp 81)! + 1,21 — gl < if -fl igl + I lg, — gl = 0. 


De este modo (f,, 21) = (f, 8). 

La función (57.41) satisface todas las propiedades de la multiplicación escalar. 
Efectivamente, seafe Fey ,geGey ,heHeB , y sean h y p unos números, 
entonces 


AF + uG, H) = Y + ug, h) = NÇ, h) + uE, h) = ME, H) + (G, H), 
(F, G) = (f, 2) = @ f) = (G, F), 
(F,F) = Cf) > 0. 


Por fin, si (F, F) = 0, esto es testimonio de que para cualquier función ferFse 
tiene (f, = | Ifl? = 0, es decir, f ~ 0, que, de acuerdo con lo dicho anteriormen- 
te, significa precisamente que el elemento F es el elemento nulo del espacio Y . 

Definición 39. El espacio lineal Y provisto de producto escalar (57.41) lleva el 
nombre de espacio ÉL, = RÍ ia, b]. 0 

Indiquemos que la norma IF NA del elemento F en el espacio RL, {a, b] se de- 
termina, de conformidad con (57.27) y (57.41), en términos de la seminorma MA e 5 
de la función f € F según la fórmula 


b 1/2 
iFa = Ne= | (Pod) > ser (57.42) 


con la particularidad de que, en virtud de la univocidad demostrada de la definición 
de producto escalar, la definición 39 es unívoca, es decir, no depende de la elección 
de la función f € F. yo 

OBSERVACIÓN 1. Los elementos del espacio RL, la, b] están constituidos por las 
clases de funciones equivalentes; no obstante, en la literatura matemática se en- 
cuentra a menudo la expresión “función del espacio RL)”. Esta expresión conven- 
cional significa simplemente que se trata de una función de cuadrado integrable la 
que, por consiguiente, pertenece a una de las clases de funciones equivalentes que se 
consideran, es decir, es el representante de esta clase. Dicha expresión es cómoda, 
puesto que las operaciones de sumación, de multiplicación por un número y de mul- 
tiplicación escalar de las clases de funciones equivalentes se reducen a la operación 
correspondiente sobre sus representantes, con la particularidad de que el resultado 
no depende de la elección de los representantes mencionados. Esta circunstancia 
justifica en cierto sentido una expresión de uso frecuente ““el espacio RL, la, b] se 


compone de las funciones de cuadrado integrable””, en este caso el espacio. RL, se de- 
signa a menudo simplemente mediante RL. 
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Toda función continua en el segmento [a, b], siendo función de cuadrado in- 
tegrable en este segmento, pertenece a cierta clase de equivalencia, es decir, a cierto 
elemento del espacio RL,[a, b]. Además, en la clase indicada no hay otra función 
continua, pues si las funciones continuas son equivalentes, son también iguales. 

Estudiaremos una aplicación que atoda función continua f e CL,[a, b] le pone 
en correspondencia la clase de equivalencia F e RL, fa, b), a la que esta función per- 
tenece: fe F. Esta aplicación se denomina aplicación natural de CL ¿la, b] en 
RL,[a, b]. En virtud de la propia definición de las operaciones de sumación de ele- 
mentos (que son las clases de equivalencia), de su multiplicación por un número y su 
producto escalar en el espacio RL, la, b] que se reducen a las mismas operaciones 
sobre los representantes de las clases de equivalencia, la aplicación natural es lineal y 
conserva el producto escalar. Es la aplicación biunívoca (inyección) del espacio 
CL)[a, b] en el espacio RL»[a, b], puesto que si, realizándose esta aplicación, dos 
funciones continuas se aplicaran en un mismo elemento del espacio RL 2la, b], es de- 
cir, en la misma clase de equivalencia, entonces ambas pertenecerían a esta clase. 
Lo último es posible, de acuerdo con lo afirmado más arriba, sólo en el caso en que 
representan una misma función continua. 

Con el fin de estudiar las propiedades restantes de la aplicación natural, de- 
mostremos tres lemas sobre la aproximación de las funciones. Para abreviar, en lu- 
gar de 1-1 pz, escribiremos en estos lemas simplemente 1-1. 

Lema 14. Supongamos que el cuadrado de la función f es integrable en un inter- 
valo, finito o infinito, cuyos extremos sona y b, —œ < a < b < +00, En este ca- 
so para cualquier e > 0 existe tal función p (véase el p. 55.2), finita, escalonada e 
igual a cero fuera del intervalo mencionado, que 


If- l<e. 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos, para simplificar, que la función f es integrable se- 
gún Riemann en cualquier segmento [¢, n], a < E < y < b, es decir, dentro del 
segmento en consideración con los extremos a y b no hay puntos singulares de la 
función f (véase el p. 55.1). El caso general se reduce fácilmente a éste. 

Sea dado £ > 0. Fijemos £ y y de modo tal que sea 


¿ b 
2 
E Ai ls "ear < F (57.43) 


a 


Esto es posible, puesto que la integral extendida al segmento [a, b] de la función f 
es convergente. La función f, siendo integrable según Riemann en el segmento 
[£, n], está acotada en él: 


ZÆ <M, <x<n, (57.44) 


donde M es una constante. 
De acuerdo con el lema 2 del p. 55.2, parae > O dado existe una función escalo- 
nada finita y tal que su portador supp ¢ está contenido en el segmento [£, y], es de- 


cir, supp y C [E, n], 
lwl <M, xef$,n] (57.45) 
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Fig. 239 


(esto proviene de la fórmula (55.9)) y 


n 2 


E (57.46) 
| UFO) — ewl dx < AF] 


É 
Al aplicar sucesivamente las desigualdades (57.43), (57.44), (57.45) y (57.46), ob- 


tendremos: , 


b 
If- pl? = | Vo) — pode = | f dx + | V? &œ)dx + 


+ |i - pdx < ES + | uœ! + 10011 1500) — ewl dx < 
¿ 


n 2 2 

€ e, 
< Cam | o = olde <3 + M ag T 
E 


De aquí se deduce que If — pl < e. O e 
Da 15. Sea y una función escalonada finita, igual a cero fuera del segmento 


[a, b]; entonces, para cualquier € > O existe una función g, finita, continua en todo 
el eje numérico e igual a cero fuera del segmento citado, de tal índole que 


lg — el < e. 
DEMOSTRACIÓN. Será suficiente considerar el caso de la función caracteristica del 


semiintervalo, pues toda función escalonada finita es una combinación lineal finita 
de las funciones semejantes (véase el p. 55.2). Así pues, sea dada una función 


l para a<x<b, 
xo) = O para x<ayx2bD, 
y dado también e > 0. Tomemos un y > 0 de modo tal que se cumplan las des- 
igualdades 2? sal 


ES < , 
HERA > 


y consideremos la función g (x) cuya gráfica está expuesta en la fig. 239. 


462 
$ 57. Espacios funcionales 


Dicha función puede ser escrita analiticamente del modo siguiente: 


0 para x<ayx>ob0b, 


para a<x<a+mp_—, 


1 para a+y<x<b-x, 


para b=39¿<xS b. 


Es evidente que g (x) es una función fini 

nción finita continua j éri 
cuanto ix@)l < 1, lg()! < I, -œ <x< +00, a SERS 
ix — gl? í i 
x= e= [KO -god= | lxG0) -god + 


s a 


b 


a+y 


+ e dx f 
J ko g œ)]?dx < | [Ix09! + lg¢)l]?dx + 
b 


+ b 
+ lixæ@l + leœ)l]dx < 
AL 8 (0)1] et A 
es decir, lx — gl < e. O e 

ps Si f es una Función de cuadrado intergable en el segmento [a, b], cons- 

ova : segmento el límite, en el sentido de la media cuadrática Bara la S 
e funciones finitas y continuas en todo el eje numéricof „n = 1,2 A 
yos portadores se disponen en el segmento [a, b]: w’ = 1,2. 

b 
A MO 

a Vn fi 7 im LA - fo) dx = 0, (57.47) 


a 


. y CU- 


DEMOSTRACIÓN. Cualquiera 
E MC | que sea € > 0, en virtud del lema i 
ción finita escalonada y, igual a cero fuera del segmento [a, b] pe ec 


If-pl<£, 
2 


, en vi z 
D N oa 15, para esta función escalonada y se encontrará tal funcion 
o el eje numérico e igual a cero fuera del segmento [a, b], que ds 


lp — gl <5 
y, por lo tanto, (fig. 240) 
If- gl < If- pl + lp — gl <e. 


1 g 


n = 1,2,. y designar i 
a or i i 
en virtud de la e e da cli E a 
del segmento [a, b], obtendremos la SRAN e d da E Pa AER 
(57.47) (la definición del límite d i e O 
e de la sucesión de funciones en el sentido de la media 
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Fig. 240 


cuadrática véase en el p. 57.5) y es tal que supp f, C la, b] para todo n = 1, 2, 
zea wE) 

Definición 40. Un subconjunto del espacio CL,la, b], compuesto de las fun- 
ciones f que se reducen a cero en los extremos del segmento [a, b}: fla) = F(b) = 0, 
se llama espacio ĈL,la, b]. 

Obviamente, el lema 16 significa que toda función de cuadrado integrable en el 
segmento [a, b] puede aproximarse, con cualquier grado de preçisión en el sentido 
de la media cuadrática, mediante las funciones pertenecientes a CL3la, b]. Está cla- 
ro que CL>[a, b] es un espacio lineal prehilbertiano y 


CL, a, b) C CL,la, b]. (57.48) 


Volveremos ahora a la aplicación natural 
CL,[a, b] — RL,la, b). 


Teorema 5. La aplicación natural CL,[a, b) — Rila, b], es decir, aquella que a 
toda función continua en el segmento [a, b] le pone en correspondencia una clase de 
equivalencia a la que dicha función pertenece, es la aplicación isomorfa del espacio 
CL,la, b] en RL La, b], con la particularidad de que la imagen del espacio, CL, la, 
b] (y, por consiguiente, en virtud de (57.48), de todo el espacio CL,[a, b] también) 
es densa en RL,la, bl. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 5. Designemos con $ la aplicación natural del es- 
pacio CL,[a, b] en el espacio RL, la, b), es decir, aquella que a toda función f, con- 
tinua en el segmento [a, b], le pone en correspondencia una clase de funciones 
equivalentes de cuadrado integrable en dicho segmento a la que f pertenece, en otras 
palabras, la clase de equivalencia, de cuyo representante interviene la propia f. De 


este modo, si Ay 
feCL,la,b] y fe Fe RL,ja, bl, 


entonces 9 (f) = F. 

Sea F = (f) = 0; en este caso 1FY = 0, pero fe F, por lo cual, también 
if = 6. De conformidad con la propiedad de la norma, de aquí se deduce que 
f = 0, es decir, el núcleo de la aplicación $ se compone sólo del elemento nulo. Por 
cuanto la aplicación natural $ es lineal, aplica biunivocamente el espacio CL, la, b] 
en el espacio RL, la, b] (véase el lema 2 en el p. 57.2). i 

Mostremos que la imagen del espacio CL, la, b] en esta aplicación es un conjun- 
to denso en el espacio RL, [a, b]. Supongamos que Fe RL53la, b] y la función f es el 
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representante del segmento F, es decir, fe F. Como f es una función de cuadrado 
integrable en el segmento [a, b], entonces, de acuerdo con el lema 3, es el límite en el 
sentido de la media cuadrática para cierta sucesión de las funciones f., continuas en 
el segmento [a, b], que se reducen a cero en los extremos de éste (véase (57.47)), es 
decir f, € ÉL, la, bl,n = 1,2, + «Sif, € F, € RL,[a, b], entonces, según la defi- 
nición de norma en el espacio RL,[a, b], obtenemos 


IF, Gi FIRI, = A = fikt» 


donde a la derecha figura, como siempre, la seminorma (57.31). De aquí, en virtud 
de la igualdad (57.47), se obtiene 
„ím iF, — Fl = 0. (57.49) 

Por cuanto la clase de equivalencia F ha sido un elemento fijo arbitrario del es- 
pacio RL, la, b], y F, = P(f,,), donde Jn es una función continua en el segmento [a, 
b] que se reduce a cero en los extremos de este segmento y, por lo tanto, 
F, € P(CL)la, b), n = 1,2,..., entonces la igualdad (57.49) significa precisa- 
mente la densidad de la imagen del conjunto CL)[a, b] en el espacio RL, [a, b] en el 
transcurso de la aplicación $. 

Para demostrar la densidad de la imagen del conjunto CL ¿la, b] en la aplicación 
natural de éste en el espacio RL, [a, b], observemos que de la inclusión (57.48) se in- 
fiere, evidentemente, que 


$(CL,la, b]) C B(CL,la, b]) c RL,la, b]. 


Mientras tanto, si en algún espacio métrico X es denso el conjunto A, es decir, si 
A = XyA C BC X, entonces, por supuesto, el conjunto B es también denso en 
X, pues A C B C X,y, como A = X, se tiene también que B = X. Por eso, de la 
densidad del conjunto + (ÓL,[a, b)) en el espacio RL>[a, b] se desprende que el con- 
junto P(CL,[a, b]) es también denso en él. O 

Identificando toda función continua fe CL,[a, b] con la clase de funciones 
equivalentes Fe RL)|[a, b] a la que la función f pertenece: f e F, es decir, identifi- 
cando f con su imagen en la aplicación natural $, llegamos a que CL)[a, b] es un 
subconjunto del espacio RL,|[a, b}: 


CL,la, b] C RL,la, b]. (57.50) 


— Esta inclusión lleva el nombre de encaje natural del espacio CL, en el espacio 
RL). 
Así pues, en virtud de (57.48) y (57.50), resultan lícitas las inclusiones 
CL,[a, b] C CL,la, b) C RL,la, b], 


con la particularidad de que, de acuerdo con el teorema 5, 
CL,la, b] = ŘŪ,[a, b], 


es decir, ĈL la, b], y, por ende, CL, [a, b], son densos en el espacio RL, la, b]. 
Se puede mostrar que el espacio ÉL;ta, b] no es completo, es decir, no es espa- 
cio de Hilbert. 
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Problema 37. Demuéstrese que el espacio RL, [a, b] no es completo. 


En el p. 57.9 se ha demostrado que todo espacio prehilbertiano puede ser 
completado hasta que se obtenga un espacio completo, es decir, un espacio de Hil- 
bert. En el caso particular, esto puede realizarse con relación al l espacio RL [a, b]. 

Definición 41. La completación del espacio prehilbertiano RL, = RL,la, b) se 
denomina espacio L, = Loj|la, b}. 

Por definición de la completación tenemos 


RL,[a, b] C Lola, b] (57.51) 


y RL, [a, b] es denso en el espacio Lla, b}, es decir, 
RL,[a, b] = Lala, b}. . 


En virtud de las inclusiones (57.48), (57.50) y (57.51) tienen lugar los encajes na- 


t al o mm 
si CL,[a, b] C CLofa, b] C RL)la, b] C Lla, b]. (57.52) 


Resulta que no sólo RL, es denso en el espacio L,, sino que CL, es también den- 
so en L}. A l 

Teorema 6. El espacio CL, la; b] es denso en el espacio Lla, b). 

Corolario. El espacio CL, Ía, b] es denso en el espacio L)la, b). l l 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6. Sea fe L la, b] y sea arbitrariamente fijado 
€ > 0. Para simplificar, todos los elementos del espacio Lla, b] se designarán por 
letras latinas minúsculas, aunque dichos elementos no son, en el caso general, fun- 
ciones. Por cuanto el espacio L,[a, b] es una completación del espacio RL, la, bl, 
existe obligatoriamente tal elemento g € RL, la, b] que 

E 
If R g i L2 < 2 . 

De conformidad con la inclusión (57.52) y densidad del conjunto CL, la, b], en 

el espacio RL,fa, b] existe tal elemento h € CL, la, b], que 


€ 
lg -hl <5- 
Por eso TN 


Esto precisamente implica que el conjunto CL, la, b] es denso en el espacio 
L,la, b]. O 

El corolario se deduce naturalmente del teorema, puesto que (como se ha proba- 
do en la demostración del teorema 5) si un subconjunto A de cierto conjunto B, 
A C B,es denso en algún espacio métrico X D B, entonces el mismo conjunto B es, 
con mayor razón, denso en X. En el caso dado CL,la, b] C CL,la, b] C Lala, ti 
ČLņla, b] es denso en L, la, b]. Por eso, CL,[a, b] es también denso en Lla, b). 


Ejercicio 24. Demuéstrese que si X es un espacio métrico, A C B C X, el conjunto Á es 


denso en el conjunto B, y si el conjunto B es denso en el espacio X, entonces el conjunto Á es 
también denso en el espacio X. 
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OBSERVACIÓN 2. Si consideramos L, [a, b] como un espacio que se obtiene del es- 
pacio RL>[a, b] mediante la construcción (descrita en los teoremas 1, 3, 4 delpre- 
sente párrafo) de la completación de espacios, entonces, como sus elementos inter- 
vendrán las clases de sucesiones fundamentales equivalentes compuestas de las cla- 
ses de funciones equivalentes de cuadrado integrable. Si, en este caso, realizamos la 
identificación de los espacios CL, y RL, con sus imágenes en L,, según se ha indica- 
do más arriba, y de este modo consideramos que 


CL, C RÍ, C Ls, 


resultará pues que el espacio L, queda compuesto de las funciones continuas, de las 
clases de funciones equivalentes de cuadrado integrable privadas de funciones conti- 
nuas, y de los “‘elementos abstractos” que representan las clases indicadas de suce- 
siones fundamentales. Luego, todos los elementos del espacio RL, pueden ser ‘‘sus- 
tituidos”, de modo convencional en el sentido de la observación 1, por unas fun- 
ciones, esto es, por sus representantes arbitrariamente elegidos. Entonces el espacio 
L, resultará compuesto de las funciones de cuadrado integrable y los mismos ele- 
mentos abstractos que surgen forzosamente en el transcurso de completación del 
espacio RL), en vista de que no es completo. Esta ““sustitución convencional” de los 
elementos del espacio RL,[a, b] por sus representantes refleja una afirmación exac- 
ta de que las operaciones sobre las clases de funciones equivalentes se reducen a las 
operaciones correspondientes con sus representantes en el sentido indicado arriba 

Resulta pues, y esto es muy interesante e importante, que los elementos abstrac- 
tos mencionados pueden considerarse no como las clases de sucesiones fundamenta- 
les de las clases de equivalencia, sino como ciertas funciones, con más precisión, co- 
mo clases de funciones equivalentes en el sentido de la definición 38, con la partici: 
laridad de que el producto escalar para ellas se determina también mediante las fór- 
mulas (57.30) y (57.41) con la única peculiaridad consistente en que la integral en 
dichas fórmulas conviene entenderla no en el sentido de la integral de Riemann, pro- 
pia o impropia, sino en el sentido de la así llamada integral de Lebesgue. El análisis 
de este problema sale, sin embargo, de los márgenes de los métodos que se conside- 
ran y no se realizará en el curso dado. Se puede encontrar dicho análisis en el exce- 
lente libro de texto **Curso del análisis matemático”? de S. M. Nikolski. 

OBSERVACIÓN 3. La definición del espacio L zla, b] se generaliza también del mo- 
do natural al caso de un intervalo infinito. Consideraremos, para concretar, todo el 
eje numérico. Para dos funciones y y y, continuas e integrables en cuadrado en to- 
do el eje real, el producto escalar se determinará según la fórmula 

+0 


(0, Y) = | oyd. (57.53) 


— 00 


Esta definición es correcta, pues la integral que figura en el segundo miembro 
converge, asumidas las suposiciones respecto de las funciones y y y, y converge, 
además, absolutamente. Esto proviene inmediatamente de la desigualdad 


loyi < e”) + y) 
3 , 


Las propiedades del producto escalar para (57.53) se comprueban fácilmente. Se 
puede mostrar, por analogía con el caso de un intervalo finito, que el espacio métri- 
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co (que se obtiene en este caso) de funciones continuas e integrables en cuadrado, al 
igual que el espacio prehilbertiano que se obtiene mediante la “identificación” de 
las funciones equivalentes de cuadrado integrable en todo el eje numérico, no es 
completo en la métrica engendrada por el producto escalar (57.53). Las completa- 
ciones de estos espacios coinciden salvo un isomorfismo, y se designan con L,(- oo, 
+ 00). 1 
Ejercicios. 25. Demuéstrese que la función FO) = Z en el segmento [0, 1] no es un 


límite, en el sentido de la media cuadrática, de una sucesión de funciones continuas. 

26. Demuéstrese que para una sucesión de funciones los conceptos de convergencia en 
media en el sentido de L, y en el sentido de L, no son equivalentes. 

27. Demuéstrese que si una sucesión de funciones integrables en cierto segmento converge 
uniformemente en el mismo hacia cierta función integrable en él, entonces dicha sucesión en el 
segmento mencionado converge hacia la misma función y converge en media tanto en el senti- 


do de L,, como en el de Ly 
28. Constrúyase un ejemplo de sucesión de funciones, continuas en cierto segmento, que 


converja en él hacia cierta función continua en media en el sentido de L,, pero no converja 


uniformemente en dicho segmento. 
29. Constrúyase un ejemplo de sucesión de funciones continuas no negativas en un seg- 


mento que converja en él en media, pero no converja en el sentido de la media cuadrática. 
Problema 38. Demuéstrese que para cualquier p, 1 <p < +00, y cualquier intervalo 
con extremos en los puntos ayb, -œ <a <b < +0, el conjunto de funciones continuas 


en este intervalo es denso en el espacio RL A (a, b). 


Hemos descrito diferentes tipos de los espacios. En el análisis matemático se es- 
tudian, principalmente, los espacios cuyos elementos están constituidos por fun- 
ciones. Los espacios de este género se denominan funcionales. 

En los ejemplos citados se considéraban, para simplificar, las funciones de una 
sola variable. De un modo similar, si tomamos un espacio lineal de funciones conti- 
nuas en la clausura de cierto conjunto G C R”, medible según Jordan, introduci- 
mos un producto escalar de acuerdo con la fórmula (p, Y) = ÍeydG y comple- 
tamos a continuación el espacio obtenido, obtendremos un espacio de Hilbert que 
se denota con L,(G). 

Se puede mostrar en este caso que todos los espacios L,(G), obtenidos de este 
modo, serán espacios de Hilbert separables de dimensión infinita. 

El hecho de que el espacio L,[a, b] es de dimensión infinita será confirmado en 
el p. 58.2 y la separabilidad de este espacio se demostrará en el p. 58.3 (teorema 2). 

En adelante (véase el p. 58.5, teorema 10) demostraremos que todos los espacios 
de Hilbert separables de dimensión infinita son isomorfos entre sí. De este modo, al 
estudiar las propiedades determinadas de las funciones de una o varias variables, se 
logra formar los espacios L, de algunos de los conjuntos de dichas funciones. No 
obstante, habiéndose convertido en los puntos de estos espacios, las funciones pier- 
den muchas de sus propiedades individuales. En particular, los espacios L, no se di- 
ferencian uno del otro en lo que se refiere al número de variables, de las cuales de- 
penden las funciones que forman parte de estos espacios. Naturalmente, esta cir- 
cunstancia no impide de ninguna manera de que los espacios funcionales se empleen 
con gran éxito tanto en los problemas netamente teóricos, como en las aplicaciones 


de las matemáticas. 
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Las numerosas definiciones introducidas en este párrafo se utilizarán en lo que 
sigue para describir ciertas propiedades de diferentes clases de funciones en térmi- 
nos geométricos habituales y demostrativos (espacio, punto, distancia, vector, base, 
etc.) y ayudarán a establecer la analogía que existe entre los espacios vectoriales 
n-dimensionales ordinarios y los de funciones y aclarar, además, las propiedades 
específicas de los espacios funcionales de dimensión infinita. 


$ 58. BASES ORTONORMALIZADAS 
Y DESARROLLOS SEGÚN ELLAS 


58.1. SISTEMAS ORTONORMALIZADOS 


Definición 1. Sea X un espacio lineal con un producto semiescalar. Los elemen- 
tos xE X e ye X se denominan ortogonales, si (x, y) = 0, y en este caso se anota 
también x 1 y. 

Definición 2. Un sistema de elementos Xx 4€A (A es cierto conjunto de 
Índices) del espacio lineal X provisto de producto semiescalar se denomina ortogo- 
nal, si dos elementos cualesquiera suyos son ortogonales. Si, además, la norma de 
todo elemento suyo es igual a la unidad, es decir, lx! = ]1,ae% ,el sistema se lla- 
ma ortonormalizado. 7 

Evidentemente, si el sistema Xy QEA , es ortogonal y x, + 0, cualquiera que 
sea œ € A , aquél se puede ‘“‘normalizar’”’. Efectivamente, al dividir todo elemento 
por su norma, es decir, al multiplicar Xx POr el número 1/llx_ 1, obtendremos un sis- 


tema ortonormalizado 
x 
aae}. 
Ixl 


Recordemos que si X es un espacio con un producto escalar, la condición 
Ixi + 0 es equivalente a que x + 0. 

Lema 1. Si un sistema (x,, œ € A } de elementos del espacio X provisto de pro- 
ducto semiescalar es ortogonal y ix A + 0, para cualquier a € A, dicho sistema es 
linealmente independiente. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que para ciertos elementos 


Xx 


ag? aye YA, k=1,2...,n, 


se tiene 
A AXa, = O. 


Multipliquemos escalarmente ambos miembros de esta igualdad por Xap’ k está fija- 
do (k = 1,2,... , n), obtendremos 


Ak Cay? Xay) =0, 


pues, por ser ortogonal el sistema Kaj Xa P) = 0, j + k. Al observar luego que, 
por hipótesis, x,,, + 0, y, por lo tanto, oyo Xap) + 0, obtenemos A, = 0,k = 1, 
Lai ME 

La independencia lineal del sistema x,,, a € A, está demostrada. O 
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Demostremos un lema más que expresa el criterio de independencia lineal de las 
funciones a través de los productos escalares. l 

Lema 2. Si para el sistema de elementos x,, . . . , x, del espacio X provisto de 
producto escalar el determinante 


Xi X) 0%], X) - . - (1, Xp) 
Cz X1) 02, Xp) - - - ACz Xn) 
Geres AE A E e y 
(b aa xX) En x) A a» Xn) 
es igual a cero, el sistema es linealmente dependiente. 
El determinante G(x}, . . . , X,) recibe el nombre de determinante de Gram" 
para el sistema dado. . 


DEMOSTRACIÓN. Consideraremos un sistema de n ecuaciones lineales con n in- 
cógnitas A, i = 1,2,... „n: 
Qíx+...+2,x,,x)=0, ¡=1,2,...,n, (58.1) 
o bien » 
MAX)... +2, A, x)=0, ¡=1,2,...,n. 


El determinante de este sistema será un determinante transpuesto de Gram, el 
cual, por hipótesis del lema, es igual a cero. Por consiguiente, el sistema (58.1) tiene 


una solución no trivial A,,.. . . ,A, (es decir, una solución tal que no todas de las A,, 
i = 1,2,... , son nulas). Multipliquemos la igualdad (58.1) por A; y sumemos se- 
gún i desde 1 hasta n: 
Axy +... +A Xp) MX +... + A,x,) = 0. 
De aquí, AX, +... + Ax, = 0, lo que expresa la dependencia lineal del siste- 
MAX... Xp 


Ejercicios. 1. Demuéstrese que si un sistema finito de elementos de un espacio prehilber- 


tiano es linealmente dependiente, su determinante de Gram es igual a cero. 
2. Demuéstrese que si lw) es un sistema ortonormalizado, entonces para cualesquiera dos 
elementos suyos w, y w,-, tiene lugar la igualdad 


lo . -w l = v2, a a. 
a a 
3. Demuéstrese que las funciones sen x, sen 3x, sen 5x, sen 7x, sen 9x son linealmente inde- 


pendientes sobre cualquier intervalo de longitud positiva. 
Ejemplos. 1. El sistema trigonométrico de funciones 1, 


1, cosx, sen x, cos 2x, sen 2x, . . . , COSAX, Sennx,... (58.2) 


es ortogonal en el espacio L,[— rr, x] (véase el p. 57.10). Esto fue demostrado en el 


lema 1 del p. 55.1. 
De las fórmulas (55.4) proviene que Isennxl = V7, Icosnxll = vr,n=1, 


*) J. P. Gram (1850 — 1916), matemático danés. 


470 $ 58. Bases ortonormalizadas y desarrollos según ellas 


2, .. . , por lo cual el sistema ortonormalizado, correspondiente al sistema (58.2), 
tiene por expresión 
1 1 1 1 
cosx, — senx, ... 
V2r Vr va 


2. Los polinomios 


1 
COSMX, -= SEn nx... . 


"Vr Vr 


1 dé 1)" ; 
Po) =1, P,(x) = p gi | E E (58.3) 
llevan el nombre de Legendre. De la fórmula (58.3) se ve que P, (x) es un polinomio 
de grado n: 


P o > Ma, 


n! 
Mostremos que el 'sistema (58.3) es ortogonal en el espacio L,[— 1, 1]. Con este fin 
demostremos una afirmación más general, a saber, el polinomio de Legendre P,, (x) 
es ortogonal a todo polinomio Q, (x) de grado m < n. Al notar previamente que la 


expresión 
die - 1y 
¿ek 
se anula, para k = 0,1,2,... ,n — 1, en los puntosx = —1 yx = 1 tenemos, 
integrando por partes: 
1 
d" (e - 1y de dl-1y]? 
| no E ento | 
-1 
1 1,2 1 
A A d” - "Q 1y 
-| ll a = (- 1)" QRP 0) | a ES 
-1 -1 
A a Dl 
= (00M) o l = 0. 


De este modo i 


| Qmm COP, COdx = 0, m< n; 
-1 

en particular i 
| Pm0)P,Q)dx = 0, mn. 


-1 
Calculemos ahora la norma de los polinomios de Legendre. Al observar que 
(2n — 1)!! 
P, œ) = O + O, - 100, 
donde Q, _ (œ) es un polinomio de grado no superior an — 1, y hacer uso de la 
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ortogonalidad de P, (x) respecto de todos los polinomios de grado inferior, ob- 
tendremos: 
+1 +1 


zE 1? 
l Pegar = | P, (0) [La o, - 160 Jar = 


al -1 


1 1 
_ Dn | poria a | de -— 1) Jie 
n! n!(2n)!! dx” 
-1 -1 
Integrando sucesivamente por partes, tendremos 
1 
as pe ”n-1Gn— D! 1y 
| Pix)dx =... =(-1) En | xd — 1y = 
=1 2 
1 
- a E PRA 
an: =D | de 
1 
2n — 1)!! 1 
E Mom f 0? -1 ~ 1d) = 
E 
= (- e m3 | 0-17 ?xtdx =... 
5 1 
= | as a 
2n + 1 


De este modo, 


2 
| = ; 
P, 0) A] 2n +1 


El sistema de polinomios de Legendre, al igual que cualquier sistema ortogonal 
de elementos no nulos, es linealmente independiente (véase el lema 1) en el espacio 
L»[-1, 1]. Por cuanto el sistema de funciones que se considera se compone aquí de 
los polinomios, la independencia lineal de éstos en un segmento (en el caso dado, en 
el segmento [— 1, 1]) predetermina su independencia lineal en cualquier otro seg- 
mento. 

En efecto, si ciertos polinomios Q œ), .. . , Qœ) son linealmente indepen- 
dientes en el segmento [a, b], entonces, evidentemente, son linealmente indepen- 
dientes también en todo el eje numérico (todo sistema de funciones, linealmente in- 
dependiente en cierto conjunto, es linealmente independiente también en cualquier 
conjunto mayor en el cual están definidas todas las funciones del sistema en consi- 
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deración). Si los polinomios Q10),...., Q¿() resultaran ser linealmente depen- 
dientes en cierto segmento [a, B], es decir, si se encontraran tales números Nisas s 
Az» no todos iguales a cero, que para cualquier x € [a, 8] se verificase la igualdad 
AQ) +... + Ag Qu (x) = 0, esto significaría que todos los coeficientes del po- 
linomio AQ) +... + Az Q;(%<) son nulos (un polinomio con los coeficientes 
distintos de cero puede tener sólo un número finito de ceros). Esto es indicio de que 
los polinomios Q0,..., Q, (œ) son linealmente dependientes en todo el eje nu- 
mérico. La contradicción obtenida demuestra su independencia lineal en el segmen- 
to [a, 8]. 

De la independencia lineal de los polinomios de Legendre proviene que todo po- 
linomio de grado no superior a n, es una combinación lineal de los polinomios de 
Legendre PQ), P¡00), ... , P (œ). En efecto, en un espacio (n + 1)-dimensional 
de los polinomios cuyos grados no sobrepasan n cualquier sistema den + 1 polino- 
mios linealmente independientes, en particular, el sistema citado de polinomios de 
Legendre, forma una base. Por eso todo polinomio de grado mencionado es una 

. combinación lineal de elementos del sistema indicado. 

3. El sistema de funciones (e), n = 0, +1, +2,.. 

mento [— x, 7]. 
En efecto, 


. , es ortogonal en el seg- 


í e” gimx dy m í el - mX dx. ; 


=r 


De aquí, recordando que el periodo de la función e? es igual a 2rri (véase el p. 37.6), 
paran + m obtenemos: 


( T 
e MX gimx dx = Pro e ei - mx =0. 
i(n- m) 


=T 
-r 


x 
Ejercicio 4. Demuéstrese que la sucesión de funciones sen (2n — 23 ,n=1,2,... 
forma un sistema ortogonal en el segmento [0, 7). 


58.2. ORTOGONALIZACIÓN 


Supongamos nuevamente que X es un espacio prehilbertiano. Consideremos el 
problema siguiente. Sea dado un sistema numerable linealmente independiente de 
elementos x,,n = 1,2,... , del espacio X. Se requiere obtener del sistema dado, 
con ayuda de combinaciones lineales finitas, un sistema ortogonal. Resulta que este 
problema siempre tiene solución. 

Teorem 10.300 X» n=l... (58.4) 


un sistema linealmente independiente de elementos del espacio X. Existe tal sistema 
ortogonal de elementos Yn» Yn + 0,n = 1,2,... ,de este espacio que cualquiera 


de sus elementos y, , n = ì,2,... ,es una combinación lineal de los primeros n 
elementos del sistema (58.4): 


In = Ay 1%] + An, Xat... + An, Xp: (58.5) 
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i i | sistema 
La construcción del sistema ortogonal (y) del tipo (58.5), o 
linealmente independiente (x,), se denomina, corrientemente, pro 


ON ÓN Y = Xe Por cuanto el sistema (58.4) es linealmente 
i i e”. 

; endiente, entonces y, + 0 (¿por qu pe 

dead que existen elementos ortogonales dos a dos y, + 0, n 


2 k, k > 1, que satisfacen la condición (58.5). Buscaremos un elemento 
Dah a $ , kaa , 

> ¡» Que sea ortogonal a todos los Y}, . . - » Yx, €n la forma a 

k+r | 
Yki = Br Diter HBk kT Xk+ 

De las condiciones de ortogonalidad a 
Opra) =- = Op Y + 0 =O . 

obtenemos i | Ean 

OpY Dbk +1,1 = Or 4 DY. o eY) Êk + 1,k 7 O Xk + 1 


i „i= 1,2,...,k. El 
i i í los coeficientes $% y 1, p! , 2, 
se determinan univocamente i i 1 a 
o y prescrito por la representación (58.6) con los coeficientes det 
as B > i = 1,2,... , k, satisface las condiciones (58.7). a 
Susita JaMos en (58.6) las expresiones para Yw n= l, 2, : E e 
forma (58.5); realizada la reducción de los términos semejantes, aa 
Yk Ar A Ok kT k+ . 
De aquí proviene que yz , ¡ + 0, pues de lo contrario los elementos Xy, -> 
i ente dependientes. L 
ha PIN ns que poa sistema ortogonal de elementos z,» Z, + 0, 
i O: del espacio X es de tal índole que todo te es también una 
R A lineal de los primeros n elementos del sistema (58.4): 


58.10) 
Zn = Ya, 1X1 ++ + Y rw n=1,2..., ( 


entonces 
A, + 0: 


el elemento z, puede diferir del elemento y, sólo en cierto factor numérico 


Za = Adm n=1,2,.... 


. : l 

Demostremos esto. Designemos mediante L(U,...> u,) la pep a: 
sistema de elementos 4,,. . . » u, (véase el p. 57.2); L (X; l A D AA. 
n-dimensional en el cual los Ba Xis» ; Xn anaa i ee ea 
t „i= 1,2,... ApS 1... .% f EA 

nala ds dientes y están contenidos en L = (Xis - - - » Xp); por consiguien 


] bién 
| = losz;, i = 1,2,... ,n, forman tam 
te, los elementos y; i = 1,2, ... ny p kia e 
una base en el espacio LA, .- > Xa) = este modo, L n) 
= aey = LZ.’ Zpb n = l, h... , a 
E EN € Læn BARNI x) es ortogonal al subespacio LO, 
n 


y ) = Lx Xp- 1)» €5 decir, ortogonal a todo elemento de este subespa- 
n 1 pp... > %p- , 


1 , n- 1 x d , e ) F , J 3 4 je 


474 $ 58. Bases ortonormalizadas y desarrollos según ellas 


cio n-dimensional Lœ, ... , x,) son ortogonales a un mismo subespacio 
(n — 1)-dimensional L(x,,..., Xa — 1) y, por ende, son colineales: Za = NY mo 
A, + 0,n = 1,2, .. . (¿por qué?). 
Diremos también que de 
Lp... s Xn) = LOp... Ja n=1,2... 


se infiere la coincidencia de las cápsulas lineales de los sistemas infinitos (58.4) y 
(58.5). 
Analicemos ahora el sistema de potencias dex: 


E E A A (58.11) 


Este sistema es linealmente independiente en cualquier segmento (finito o infinito). 
Efectivamente, si 


A FAX +... +A =O, (58.12) 
entonces, derivando esta identidad n veces, obtendremos 
ala, = 0, 


es decir, A, = 0. 
Si ya ha sido demostrado que Akp == A, = 0, la identidad (59.12) to- 


ma la forma 

Mo t Axt... +A =0, 
Derivándola k veces, obtendremos My = 0. Así pues, A=...= A, = 0, lo que 
precisamente significa la independencia lineal de las funciones e A aA 


Ha de notarse que por cuanto las funciones del sistema (58.11), que se conside- 
ran en cierto segmento [a, b], pertenecen a los espacios Cla, b] (véase el ejemplo 7 
en el p. 57.4), CL,[a, b] y L,la, b] (véase el p. 57.10), entonces en dichos espacios se 
tienen sistemas linealmente independientes infinitos. Por consiquiente, los espacios 
citados son de dimensión infinita, es decir, a ciencia cierta no tienen base compuesta 

de un número finito de elementos. 

Tomemos el sistema (58.11) en el segmento [— 1, 1] a título de sistema de partida 
(58.4) y apliquemos a (58.11) el proceso de ortogonalización (véase (58.5)) en el es- 
pacio L,[— 1, 1]; en este caso obtendremos una sucesión de polinomios ortogonales 
de grados 0, 1,2, .. . , respectivamente. De la observación aducida más arriba se 


deduce que estos polinomios pueden diferir de los de Legendre (58.3), también orto- 
gonales, sólo en un factor constante. 


58.3. SISTEMAS COMPLETOS. COMPLETITUD 
DEL SISTEMA TRIGONOMÉTRICO Y DEL SISTEMA 
DE LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE 


Recordemos (véase el p. 57.6) que un sistema de elementos Q = Lo)» ae ,se 
llama completo en el espacio seminormalizado X, si el conjunto de todas las combi- 
naciones lineales finitas de sus elementos es denso en el espacio X en el sentido de la 


seminorma prescrita en él. En otras palabras, un sistema es completo, si para todo 
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xe X y cualquier e > O existen tales elementos Xq € Q y números Ajo k=l, 


2,... , m, que 5 
k- E Mal < + 
k=1 


Definición 3. Un espacio seminormalizado X se denomina encajado en el espa- 


cio seminormalizado Y, si 
19X C Y; i E 
2°) existe una constante c > 0 tal que para todo x e X tiene lugar la desigualda 


Ixi, < cixl y 


La constante c > 0 se llama constante de encaje. El encaje del espacio X en el 
espacio Y se designa mediante el símbolo 
X E Y. 


Es fácil comprobar que si X @ Ye Y EZ, entonces X E Z. Del lema 3, el 
p. 57.4, se desprende que para cualquier segmento tienen lugar los encajes 


RL,la, b] E RL;[a, bl, 
RL,la, b] N Sla, b) E RL,la, bl, 1<p< +0. 
Aquí, en el segundo encaje el espacio RL, [a, b] N S[a, b] se considera con la nor- 


i : KZ um 
ma l-I,» es decir, con la del espacio Sa, b]. Si nos limitamos solamente a las 
ciones continuas, entonces del segundo encaje se desprende un encaje 


C(a, b] € CL ‚la, bl, I<p< +0, (58.13) 


De aquí, recordando que parap = 2el espacio CL,[a, b] se encaja isométricamente 
en el espacio L,[a, b] (véase (57.52)) obtenemos un encaje más 


Cla, b] é L,la, b). (58.14) 


Fijemos la atención en que en los encajes (58.13) y (58. 14) los T m ¥ aa 
cajan son densos en los espacios donde vienen encajados: en el caso (58. / 
proviene de que los conjuntos de puntos de ambos espacios coinciden y en el caso 

orema 6 del p. 57.10. l l l 
a. ES un sistema T- k pae A, es completo en el espacio FE 
zado X, el espacio X está encajado en el espacio seminormalizado Y yel dnd H Es 
es denso en el espacio Y según la seminorma de éste, entonces el sistema Q ser 


l espacio Y. j SAN , 
K a Tomemos un elemento arbitrario y € Y y cualquier e > 0. Por 
ser el conjunto X denso, en el espacio X se encontrará un elemento x € X tal que 
€ 
ly- xll,y<-—. 
y r*> 


Por cuanto el sistema 9 es completo en el espacio X, existe un conjunto finito de 
elementos Xa € Q y números A,,k = 1, 2, ... , m, tales que 


m 
€ 
x- Mal <S 
þh- Y real, <z 


k= 
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donde c > 0 es una constante del encaje X E Y. En virtud de este encaje (véase la 
definición 3) 


m 


m 
|» = y Mea <c |» y Naal Es. 
k=1 jj A S 


k=1 
Por eso, para el elemento y, elegido inicialmente, obtendremos 


m $ m 
El 
| - y Mea < Iy- xiy + |x- y Nal s r ek 
4 Y y 2 2 


= 1 k=1 


Esto es precisamente el indicio de que el sistema Q es denso en el espacio Y.O 
EJEMPLOS. 1. Un sistema de potencias 


DA oa g Xn (58.15) 


es completo en los espacios C[a, b], CL,ta, b), l <p< +0, y L,a, b] para cual- 
quier segmento [a, b]. En efecto, en virtud del teorema de Weierstrass (véase el 
teorema 8” en el p. 55.8), el citado sistema de potencias es completo en el espacio 
Cl[a, b] que está encajado, de acuerdo con (58.14), en el espacio L,la, b] y es denso 
en éste. Por ello, de conformidad con el lema 3 de este punto, el sistema de poten- 
cias (58.15) es completo en el espacio Lla, b]. Según este mismo lema, el sistema 
mencionado es completo también en el espacio CL,ta, b] para cualquier p > 1, 
pues, Cl[a, b] está encajado en CL;la, b] y es denso en él (véase (58.13)). 
Subrayemos que toda base en un espacio lineal normalizado es, evidentemente, 
un sistema completo linealmente independiente. Lo recíproco no es cierto. Por 
ejemplo, aunque el sistema de potencias (58.15) forma un sistema completo lineal- 
mente independiente en el espacio de Banach C[a, b], no es, sin embargo, una base 
en él: si una función f en el espacio C[a, b] se desarrolla según el sistema de poten- 
cias (58.15), es decir, si f(x) = y a„X", esto implica que la serie de potencias escri- 
n=0 
ta converge uniformemente en el segmento (a, b], y, por lo tanto, la función f es 
analítica en el intervalo (a, b). Por esta razón, a ciencia cierta, ninguna función con- 
tinua en el segmento [a, b] puede ser representada en la forma indicada. 
2. Un sistema de los polinomios de Legendre 


1 de 1y 
2n! dx” 
es completo en los espacios Cla, b], CL, [a,b], 1<p< +0 y L,la, b] para cual- 


quier segmento (a, bl. Esto se infiere inmediatamente de que todo polinomio Q(x) 
es una combinación lineal de los polinomios de Legendre (véase el p. 58.1): 


R 


20) = E NPO. 


k=0 
Por eso, si en algún espacio seminormalizado X es completo el sistema de potencias 


P0) = 1,P,(0) = 


(58.3) 


(58.16) 


7 
E 
l 
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($8.15), es decir, para todo elemento f € X y cualquier € > 0 existe un polinomio 
Q = Q(x) tal que If — QI < e, entonces, en virtud de (58.16), 


n 
| - £ A < €. 
k=0 

Esto es precisamente el testimonio de que el sistema de los polinomios de Legendre 
es completo en el espacio X. l 

3. Designemos con C*[— r, x] un subespacio del espacio de funciones continuas 
C[— rr, rr], compuesto de las funciones que en los extremos del segmento [— x, 7] 
toman valores iguales: 


on = f(r). (58.17) 


El sistema trigonométrico 


1, cosx, senx,. .. ,COSNX, SENNX,... » (58.2) 


es completo en los espacios C*[— T, x] y Lal- r, 7]. La completitud del sistema tri- 
gonométrico en el espacio C*[—r, x] ha sido demostrada anteriormente: véase el 
4 lp. 55.8. 

E Cl — zx, 7] un subespacio del espacio C*[—T, x], compuesto de 
aquellas funciones f que en los extremos del segmento [— r, 1] toman valores nulos: 
f(— xr) = fit) = 0. De acuerdo con el teorema 6, p. 57.10, el conjunto C[-— 7, T), 
y, por ende, también el espacio C*[—r, rr] 2 Cl—", rr], es denso en el espacio 
Ll- zx, x]. Por esta razón, en virtud del encaje (véase (58.14)) 


C*[-x, 1] € Lil- r, 7] 


y del lema 3 de este punto, el sistema trigonométrico (58.2) es completo en el espacio 
L,[-r, T]. . i a. 
Diremos que por cuanto la condición (58.17) se conserva en el caso de conve 
gencia uniforme y todo polinomio trigonométrico satisface a esta condición, enton- 
ces el sistema trigonométrico no es completo, a ciencia cierta, en el espacio c[- T, 
1], puesto que éste contiene a todas luces funciones que no satisfacen la condición 
58.17). e | 
Como un corolario se desprende de los ejemplos considerados la siguiente afir- 
mación. l l 
Teorema 2. El espacio de Banach Cla, b] y el de Hilbert L,la, b] son espacios se- 
rables. e 
ps Efectivamente, la separabilidad de un espacio significa (véase la definición 31 en 
el p. 57.6) que en dicho espacio está presente un sistema numerable completo. En 
los espacios de Banach y de Hilbert en calidad de tal sistema interviene el sistema 
(58.15) de potencias enteras no negativas de la variable x. 


58.4. SERIES DE FOURIER 


Sea, al igual que hasta ahora, X un espacio prehilbertiano. Consideremos el si- 
guiente problema. Sea dado un sistema de n vectores linealmente independientes e» 
la.» ln del espacio X y sea fijado un cierto vector x € X. Se requiere hallar una 
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Fig. 241 


combinación lineal de la forma 
aet... +a Ep (58.18) 


la que ofrece la mejor aproximación en el espacio X del elemento x, es decir, realiza 
el mínimo de la expresión 


Ix — (ae; +... + aep, (58.19) 
O, que es lo mismo, el mínimo de la función 


n 2 n n 
x- Y ae = (»- Y aex- Y aes) (58.20) 
k=ı k= 1 


de las variables a,,... , a, 
En el lenguaje geométrico esto significa que en un espacio n-dimensional 


R" = Lep... e„) tendido sobre los vectores e¡€EX,... ,€, € X se busca un 
elemento que sea menos alejado del elemento dado x e X. 

Si el espacio X es n-dimensional y, por consiguiente, los vectores Cie Ex ên 
forman una base, siempre pueden elegirse tales coeficientes dk =1,2,...,n, 
que se cumpla la igualdad 

x=4/0,+...+4,€, (58.21) 


y, por lo tanto, la expresión (58.19) se reduzca a cero. En cambio, si X no es de di- 
mensión finita o es de dimensión finita, pero su dimensión es superior a n, entonces 
la igualdad (58.21), en el caso general, no es posible de realizarla y el problema con- 
siste en la búsqueda de una combinación lineal (58.18) que dé el valor mínimo a la 
expresión (58.19). 

Mostremos que el problema enunciado siempre tiene una solución Xy que es úni- 
ca y, además, aclaremos algunas propiedades de esta solución (véase la fig. 241, en 
la que está expuesto esquemáticamente el problema en consideración). Al emplear, 
si es necesario, el proceso de ortogonalización (véase el p. 58.2), siempre podemos 
sustituir el sistema e}, . . . ,e, por un sistema ortogonal de vectores distintos de ce- 
ro. Por eso supondremos que ep +0, (ez, e) =0,k +j,j,k = 1,2,... ,n. Ha- 
ciendo uso de la condición de ortogonalidad, transformemos la función (58.20) del 
modo siguiente: 


n 2 n n 
|- Xaa] - (E aer- E 05) - 
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n n n 
= (x, x) + X y aja (ey, ej) — 2 y ay (x, ex) = 
k=1j=1 k=1 


n 


n 
= 1x1? + Y ajllej1? — 2 Y az, ex) = 


k=1 k =1 
n 2 n 2 
(x, ex) X, ex) 22 
= lx? + (a lel- 2%) - Y a (58.22) 
2 i le, ll TA le 
De aquí se desprende”) que el mínimo de la expresión (58.19) se alcanza cuando 
Qe, ex) 
alel 25200 k= 1,2,...,A, 
k ko led 
es decir, cuando 
gac (58.23) 
E" le? 
Los números a;, definidos por la fórmula (58.23), se denominan coeficientes de 
Fourier del elemento x según el sistema €}, .. . , €p 
Si el sistema e}, . . . ,€, es ortonormalizado, las fórmulas (58.23) adquieren una 
forma más sencilla: PEE A 600% 
En el caso de un espacio n-dimensional, cuando a título de vectores €}, . . . > €, 


está elegida la base del espacio, los coeficientes de Fourier del vector x son los coefi- 
cientes de su desarrollo según la base citada, es decir, las coordenadas del elemento 
x respecto de esta base. Resulta fácil convencerse de esto, al multiplicar escalarmen- 
te la igualdad (58.21) pore,,k = 1,2,... ,n: como resultado se obtendrá (58.23). 


Volveremos ahora a la expresión (58.22). Al tomar en ella, a título de a,,... , 
4,» los coeficientes de Fourier (58.23), obtendremos 


n n 2 
ixi? - Y ażle,l? = |- de aned > 0. (58.25) 
k=1 k=1 
de donde i 
y ate, 1? < ixl. (58.26) 
k=1 


Así pues, queda demostrado el siguiente teorema. l 
Teorema 3. Supongamos que e, €y + 0, k = 1,2,..., n, es un sistema orto- 
gonal de vectores del espacio prehilbertiano X. La mejor aproximación en el espacio 
n 


X del vector xe X por medio de las combinaciones lineales del tipo y Apek Se 
k=1 


*) Es obvio que estos razonamientos son una generalización inmediata de la demostra- 
ción del teorema 11 del p. 55.9. 
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efectúa cuando a,,k = 1,2,... ,n,son coeficientes de Fourier: a, = ap. En este 
caso 
n n 


| 2 n 2 
inf AX — = = 2 Da 2 2 
Al... l y ael | E ae = ixi y agle,N 2 O. 
n 


k=1 


Corolario 1. El elemento x} = y a¡e¡es el de mejor aproximación del elemen- 
j=1 
tox e X en el subespacio L(e,,. . . ,e, )cuando, y sólo cuando, el elemento x — Xy 
sea ortogonal a L(e,, ... ,€,), es decir, cuando x — xy L L(e;,... , €). 
Efectivamente, la condición x — xy 1 L(e,,... ,€,) es equivalente a la otra: 
para todos losk = 1,2,... ,n se verifica la igualdad (x — xq, €) = 0. Esta, a su 
vez, es equivalente a la condición (x, e,) = (Xo, ey), o bien, por cuanto 


Ko ex) = ( y Q jej ex) = OTA CA ex), 


j=1 

a la condición (x, e) = œg (€z, €;). De este modo, las condiciones 

Za x, e) 
(G ex) 


son equivalentes. Mas, la segunda condición significa que los números «æ; son coefi- 
cientes de Fourier del elemento xq, es decir, xy es el elemento de la mejor aproxima- 
ción. O 

Sea dada ahora una sucesión (no el sistema finito, como antes) de elementos 


en (€, +0), n=1,2..., | (58.27) 


X — Xo L Lle... en) Y ak 


que forman un sistema ortogonal en el espacio X. Los números a,,k = 1,2,..., 
determinados por la fórmula (58.23) se llamarán en este caso también coeficientes 
de Fourier del elemento y según el sistema (58.27). 

Definición 4. La serie 


Y anen (58.28) 


nmi 


donde a,,n = 1,2, . . . son los coeficientes de Fourier (58.23) del elemento x según 
el sistema (58.27), se llama serie de Fourier del elemento x según dicho sistema. 
Si la serie (58.28) es la de Fourier del elemento x, se escribe 


w 
x~ Y apep 
n=1 


Definición 5. Sean dados un sistema ortogonal (58.27) y un elemento x € X. Se 
denomina la mejor aproximación del elemento x por medio de las combinaciones li- 
n 


neales del tipo y ae, (n está fijo) al número E, (x) determinado por la igualdad 
k=1 
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AAA qQ->-__Q>_—_——_ —_———Á 


n 
E, (0) = inf |» - y ase), n= O 
Al)... » On 
k=1 
donde la cota inferior se toma según toda clase de coeficientes a4, . . . ,0,, O, que 


e n 
es lo mismo, según toda clase de combinaciones lineales del tipo y Akep 
k=1 


—R 


Por cuanto toda combinación lineal de elementos e}, . . . ,€, puede considerar- 
se también como una combinación lineal de elementos €}, . . . , €,» €, + p» Enton- 


ces, evidentemente, 
Es, + 100) < E, (%). (58.29) 


Del teorema 3 se infiere que la cota inferior de que se trata se alcanza, si a título de 
coeficientes œ, se toman los coeficientes de Fourier y que 


n 
E, (x) = a inf E | — y cre, = 
» An = 


lse- 
n n 
E |<- y TA = [ixt - Y aghe’, 
k=1 k=1 


= N E e (58.30) 


El resultado obtenido lo enunciemos en forma del corolacio del teorema 3. 
Corolario 2. Las sumas parciales 


n 
Sn = Y aek 
k=1 

de la serie de Fourier del elemento x e X realizan la mejor aproximación en el espa- 
cio X del elemento x e X por medio de las combinaciones lineales del tipo aye, + 
+... + 0,7. 

Demos a conocer algunos otros corolarios del teorema 3. 

Corolario 3. Si s, es la suma parcial de la serie de Fourier del elementos x € X, la 


sucesión numérica x — s,% decrece: 
lx=s, , ¡1 < ix- s,l, n=1,2,... (58.31) 


Efectivamente, de acuerdo con (58.30), 
lx — si =E,(), n=1,2,... 


Por ello la desigualdad (58.31) es, de hecho, la desigualdad (58.29) escrita en otras 
designaciones. 

Corolario 4. Para los coeficientes de Fourier ap, n = 1,2,... ,de todo ele- 
mento x e X se verifica la desigualdad 


Y az te, 1? < lx1? (58.32) 
n=1 


llamada desigualdad de Bessel. 
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La desigualdad (58.32) proviene directamente de la (58.26) cuando n — oo (com- 
párese con la desigualdad (55.49) en el p. 55.9). 
Corolario 5. Si existe una constante c > 0 tal que le, l > c cuando n=1, 
2, ... , en particular, si el sistema (58.27) es ortonormalizado (en este caso se 
puede tomar c = 1), entonces los coeficientes de Fourier de cualquier elemento 
xe X tienden a cero cuando n — œ 


lím a, = 0. (58.33) 


n— œ 


Esto se deduce de la convergencia de la serie 


ow 2o 


2 
22 1 ) ] 2yo 12 < Pel 
a; S z az de, 1 < a 


n=1 n=1 


pues el término general de una serie convergente tiende a cero. 

Surge naturalmente una cuestión: ¿bajo qué condiciones converge la serie de 
Fourier del elemento x? 

Teorema 4. Si el espacio X es de Hilbert (es decir, es completo), la serie de 
Fourier (58.28) de cualquier elemento x e X según todo sistema ortogonal (58.27) 
converge en el espacio X. Si xy es la suma de la serie: 


y apen» (58.34) 


n=1 
el elemento x — x es ortogonal a todos los elementos del sistema (58.27). 


n 
DEMOSTRACIÓN. Sean s, = Y agep n = 1,2,.. 
k=1 
serie de Fourier (58.28) del elemento x según el sistema (58.27); entonces 


n+p 2 
Lo 2 
is, +p Spl = | y TA = 


. `, las sumas parciales de la 


k=n+1 
n+p n+p n+p 
-( y aep y mer) = E ale, N?, 
k=n+1 k=n+1 k=n+1 
n=1,2...,p=1,2,.... (58.35) 
En virtud de la desigualdad de Bessel (58.32) la serie 


œ 


2 2 
y azle, 
n=1 
converge y, por lo tanto, en virtud del criterio de Cauchy para la convergencia de 
una serie numérica, existe, para cada número £ > 0, tal número n, que, siendo 
n > nyp > 0, se verifica la desigualdad 


n+p 


2 
ÈE alel? < e?, 


k=n+1 


58.4. Series de Fourier 483 


por lo cual, de acuerdo con la desigualdad (58.35) para n > n, y p > 0, tenemos 


Us + p— SpA < E, 


es decir, la sucesión (s, es fundamental en el espacio X y, por cuanto este último es 
completo, converge. 

En las condiciones del teorema la sucesión s„ converge, en el caso general, no ha- 
cia el elemento x. Supongamos que su límite es el elemento xp, es decir, 


oo 
Xy = y apen entonces, haciendo uso de la continuidad del producto escalar (véa- 
n=1 


se el p. 57.9) y la fórmula (58.23), obtendremos 


(Xx — Xp ex) = (4, ex) — (Xp ex) = 
= œ, e) — ( A arenen) =(x,e)- Y aten ex) = 
n=1 n= 1 


= (x, ey) — aye, 1? = 0, 0 e AA E 


En lo que se refiere a la condición de convergencia de la serie de Fourier de cierto 
elemento suelto hacia este mismo elemento, puede formularse en la forma siguiente. 
Teorema 5. La serie de Fourier (58.28) del elemento x de un espacio prehilber- 
tiano converge hacia este elemento cuando, y sólo cuando, para dicha serie se 
cumple la igualdad 


0D 


Ixi? = Y alle, 1?, (58.36) 


n=1 


donde a, son coeficientes de Fourier del elemento x según el sistema (58.27). 

La igualdad (58.36) lleva el nombre de Parseval. 

En el caso en que el sistema (58.27) sea ortonormalizado, la igualdad de Parseval 
toma una forma más sica 


Dos 
ixi EE n=1,2,. 
n=1 
y representa en sí una generalización del teorema de Pitágoras a los espacios de di- 
mensión infinita. 
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 5. Tuvimos (véase (58.25)) 


n 2 n 
|» = y ares) =x- Y ajle, A”. 
k=1 k=1 
Pasando aquí al límite para n — œ, obtendremos la equivalencia de la condición 


¿e k=1 


lím (1er == atest?) = 0, 


k=1 


y de la condición 
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es decir, de la condición 
n 


Fa 2 2 
ixit = lim 2 akle 0 (58.38) 

Recordemos ahora el concepto de sistema completo (véase el p. 57.6), aplicado 
sólo al caso de sistemas numerables. El sistema de elementos e, €X, n = 1, 
2,... , se llama completo, si el conjunto de combinaciónes lineales finitas de ele- 
mentos de este sistema es denso en el espacio X. Esto significa que para todo ele- 
mento x € X y todo número e > 0 existe un número n = n(e, x) y los números 
My» -© » » A, tales que se verifica la desigualdad 


lx — Qe, +... + Ae) Ml < e. (58.39) 


La completitud del sistema ortonormalizado constituye una condición que ase- 
gura la convergencia de la serie de Fourier de cualquier elemento del espacio hacia 
este mismo elemento. Enunciemos esta condición en forma de un teorema. 

Teorema 6. Una serie de Fourier de cualquier elemento de un espacio prehilber- 
tiano según el sistema ortogonal (58.27) converge hacia este mismo elemento cuan- 
do, y sólo cuando, el sistema (58.27) es completo. 

Corolario. Para que el sistema ortogonal (58.27) de un espacio prehilbertiano X 
sea completo en el espacio X, es necesario y suficiente que para cualquier elemento 
x € X se verifique la igualdad de Parseval (58.36). 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6. Sea X un espacio prehilbertiano y supongamos 
que el sistema (58.27) es el sistema ortogonal de dicho espacio. Si para cualquier 
xe X su serie de Fourier según el sistema (58.27) converge hacia x, es decir, 


00 


x= y Ann) donde a, = Au n=1,2,..., (58.40) 
lad le, 1 
entonces 
n 
lim p - Y aed = 0. (58.41) 


š n 
Por consiquiente, para cada número e > 0 existe tal suma parcial s,, = y aye, de 
=1 
la serie de Fourier (58.28), que 


lx —s,l < e, (58.42) 


es decir, se cumple la condición (58.39) 

Viceversa, si la condición (58.39) se cumple para algunos coeficientes Aj, ... , 
A,» se cumple también a ciencia cierta, de acuerdo con el teorema 3, en el caso en 
que se toma A, = ajs ... , A, = 4,, es decir, en este caso para € > 0 dado se 
cumple la condición (58.42) con cierto n, y, por endé, con cualesquiera m > n (vé- 
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A A, eres E ET -—-I$P2ZHZ> 22 


Aclaremos ahora la cuestión sobre la unicidad de un elemento que en calidad de 
œo 


su serie de Fourier tiene la serie dada y Only 
n=1 

Teorema 7. Si el sistema ortogonal (58.27) de un espacio prehilbertiano X es 
completo, el elemento x e X, cuyos coeficientes de Fourier segun el sistema (58.27) 
son todos iguales a cero, es por sí mismo nulo. i 

Corolario. Si dos elementos del espacio X según el sistema ortogonal completo 
(58.27) tienen todos los coeficientes de Fourier iguales entonces son iguales los pro- 
pios elementos. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 7. Si el sistema (58.27) es completo, entonces, de 
acuerdo con el teorema 6, cualquier elemento x € X interviene como suma de su se- 


œ 
rie de Fourier: x = y 4,ly. Por ello, sia, = 0,n = 1,2,... , entonces tam- 


n=1 
bién x = 0. 
DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Si x; € X, Xx) E X y SÍ, además, sus coeficientes 


de Fourier son iguales entre sí: 
Xi en) E Xz en) g n= 1.2 
y En 9 bpa , g. 
le? lel? 
entonces para el elemento x = x, — x, todos los coeficientes de Fourier son nulos: 


en) (61 — XDE Aee Oren _ 0, n= 1,2,.. 


E A 
(_——— 


Y 


le, 1? lle, 1? le?  le,1? 

y, por lo tanto, de acuerdo con el teorema, x = O, es decir, x, = x, O 
OBSERVACIÓN. Conviene notar que si en un espacio prehilbertiano X está dado 
cierto sistema ortogonal (e, ), e, + 0, y para cierto x e X existe una representación 


suya en la forma 


n=1 
será única y los coeficientes x,, n = 1,2, . - . , son los de Fourier. En efecto, si la 
representación citada existe, para todo m = 1,2,... , obtenemos, en virtud de la 


ortogonalidad del sistema fe„}: 


(X, Cm) E ( y T) = L Xn €n €m) z Xm Em em)» 
n=1 ; 


n=1 


de donde f RE 


M Cens Em) 


es decir, los coeficientes X,,, M = 1,2,. . . se determinan univocamente y coinciden 


con los coeficientes de Fourier. 


Así pues, si en un espacio prehilbertiano se tiene un sistema ortogonal completo, 


ase (58.31)), lo que es equivalente al cumplimiento de la condición (58.41). D 
todo elemento de este espacio se desarrolla en seríe según dicho sistema (teorema 6) 


El corolario proviene directamente de los teoremas 5 y 6. 
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y, además, de conformidad con la observación citada, de modo único. En otras pa- 
labras (véase la definición 33 en el p. 57.6), todo sistema ortogonal completo fen) 


, 


e, + 0,n = 1,2,... , en particular, todo sistema completo ortonormalizado de. 


un espacio prehilbertiano constituye la base de éste. 

Por ejemplo, con arreglo a los resultados del p. 58.3, los polinomios de Le- 
gendre (58.3) forman la base en el espacio de Hilbert L>[- 1, 1], mientras que el sis- 
tema trigonométrico (58.2), la base en el espacio de Hilbert Ll- x, 7]. 

Demos a conocer ahora otro enfoque al concepto de completitud del sistema or- 
togonal en un espacio completo. l j 

Definición 6. El sistema ortogonal (58.27) se denomina cerrado, si en el espacio 
X no existe un elemento distinto de cero y ortogonal a cualquiera de los elementos 
del sistema (58.27). 

Teorema 8. Si el espacio X es completo, el sistema ortogonal (58.27) será 
completo cuando, y sólo cuando, sea cerrado. 

DEMOSTRACIÓN. Si el sistema (58.27) es completo, x e X y x es ortogonal a todos 
los elementos del sistema (58.27), entonces todos sus coeficientes de Fourier según el 
sistema (58.27) son nulos (véase (58.23)), por consiguiente (teorema 7),x = 0. 

Viceversa, sea el sistema (58.27) cerrado, xe X yx ~ y An2n: De acuerdo con 


n=1 
œ 


el teorema 4, la serie de Fourier del elemento x converge, y si Xo = y 4,8,» enton- 


n=1 


cesXx — Xq L €,,n = 1,2,... . Por ello, debido a que el sistema (58.27) es cerra- 


do,x — xp = 0, es decir, x = Xo yx = y 42, Por cuanto x es un elemento ar- 
n= 1 

bitrario del espacio X, de aquí proviene, en virtud del teorema 6, la completitud del 

espacio (58.27). U 


Problema 39. Aclárese si son equivalentes o no el concepto de sistema ortogonal comple- 
to y el de sistema ortogonal cerrado en cualquier espacio prehilbertiano. 


58.5. EXISTENCIA DE LA BASE EN LOS ESPACIOS SEPARABLES 
DE HILBERT. ISOMORFISMO DE LOS ESPACIOS SEPARABLES DE HILBERT 


Teorema 9. En todo espacio lineal separable X provisto de un producto escalar 
existe una base ortonormalizada ep» n= 1,2,.... 

DEMOSTRACIÓN. Cuando el espacio X es n-dimensional, el teorema es evidente 
(véase el p. 18.4 y p. 57.2), razón por la cual se considerará sólo el caso en que X es 
de dimensión infinita. 


Por cuanto X es un espacio separable, existen en él las sucesiones de elementos 
Pri MES is 


que forman un sistema completo. Desechando sucesivamente aquellos de los ele- 
mentos que son combinaciones lineales de los restantes, obtendremos una sucesión 
de elementos 

Va n=1,2,..., 
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los cuales tienen la misma cápsula lineal que el sistema de partida (€) Ae = 
además, linealmente independientes (¿por qué?). Al aplicar al E o f a k 
proceso de ortogonalización (véase el p. 58.2) y el de normalización 

p. 58.1), obtendremos un sistema ortonormalizado 


eks le,! = 1, k=1,2,..., 


con la misma cápsula lineal que tiene el sistema Wn)» y, por consiguiente, e = 
del sistema (p,). Por cuanto, en virtud de la completitud del sistema len) Ha c mo: 
la lineal es densa en X, el sistema {e„} es completo. Entre tanto, en e es o T 
dente (véase la observación que sigue el teorema 7) se ha probado que to pea D 
ortonormalizado completo de elementos de un espacio prohilbertiano constituy 


de dicho espacio. DO ] l SE 
os 10. Todos los espacios separables de Hilbert de dimensión infinita son 


isomorfos entre sí”, l l l 
Ñ eta previamente dos lemas. El primero de ellos generaliza la igualdad 


de Parseval (58.36). l ; l E 
i Lema 4. Supongamos que X es un espacio prehilbertiano y e, (e, + 0), n = l, 


2,... , un sistema ortogonal completo en X, xe X, y € X, y sea 
x~ Y ptm y” Y bren: 
n=1 n=1 
entonces £ 
«y= Y 2, 1e,1, (58.43) 
n=1 
en particular, si se supone adicionalmente que le,l = 1,n =1,2,... ,se tiene 


(y = Y rbr 
n=1 
La fórmula (58.43) generaliza, obviamente, la fórmula para el producto escalar 
en un espacio de dimensión finita (véase el p. 18.4). E 
DEMOSTRACIÓN. Segun la definición de los coeficientes de Fourier 
a, = Œ, ex) = 0, ep. 
8 lei?” k lel 


por lo que tenemos 


x- Y alpy- y bs) = (x, y) — Y b,x, ex) — 
k=1 k=1 


k=1 
b n 


2 y a, ej) + y AD ¿(Cy ey) = (1, y) — y ayb, NejN?. (58.44) 


k=1 k=1 k=1 


%) Véase en el p. 57.2 la definición de espacios de dimensión infinita y en el p. 57.9 
(definición 36), la de isomorfismo de los espacios. 
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Por ser completo el sistema e, , n = 1,2,... , tenemos 
n n 
lim [ x — a =0, lím - = 
ar ( z kÊk , ap y PR 0, 


por lo cual, debido a la continuidad del producto escalar para n — œ, el primer 
miembro de la igualdad (58.44) tiende a cero, por consiguiente, lo mismo subsiste 
también para el segundo, es decir, 


lim a;b,le,l? = (x, y). 


k=1 


Esto es equivalente a la igualdad (58.43). O 

Lema 5. Supongamos que X es un espacio de Hilbert y e,, k = 1,2,... ,una 
base ortonormalizada en X; a,, k = 1, 2, . . . una sucesión de los números tales 
que la serie y a converge. En este caso la serie y a,e, converge en el espacio 


k=1 k=1 
00 


X,ysix = y ae, entonces az, k = 1,2,. . . son los coeficientes de Fourier del 
k=1 
elemento x. 


n 
DEMOSTRACIÓN. Si s, = y a€, Se tiene 
k=1 


n+p n+p 
-s P= 
Is, + p 7 Sl = ( Y at Y aer) 


k=n+1 k=.n+1 


y A E A MEA 


j 
M 

a 
AN 

3 

$ 


y, como la serie y al es convergente, ella satisface el criterio de Cauchy para las 
n= 1 Á 
series convergentes. De aquí proviene que la sucesión Ís„} es fundamental en el espa- 
cio X y, por lo tanto, converge. 
Sea 
x= líms i = ; 
lim sp es decir x L ane 
n= 

entonces, en virtud de que el desarrollo del elemento de un espacio según la base 
(véase la observación del teorema 7) es único, 


(xX, €,) = 4, n=1,2..., 


es decir, a, son los coeficientes de Fourier del elemento x. O 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 10. Sean X e Y dos espacios separables de Hilbert 
de dimensión infinita. De acuerdo con el teorema 9, existen en ellos las bases orto- 
normalizadas e,,n =1,2,... ,yf,,n = 1,2,... , respectivamente. 
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0 
SeaxeXyx = y a,€,» entonces a, son los coeficientes de Fourier del ele- 
n=1 
co 


mento x, y, por consiguiente, según la desigualdad de Parseval, la serie E a? con- 


n=1 
œœ 


verge. Pongamos y = y a,f,. Teniendo presente el lema 5, esto tiene sentido. 
n=1 i 
La aplicación del espacio X en el espacio Y, la cual a todo elemento x e X le po- 
ne en correspondencia el elemento citado y € Y, es precisamente una aplicación que 
realiza el isomorfismo de dichos espacios. Efectivamente, en las condiciones de esta 


- correspondencia, a los distintos elementos del espacio X les corresponden diferentes 


elementos del espacio Y, puesto que el desarrollo de los elementos según la base es 
único. Luego, todo elemento del espacio Y está puesto en correspondencia a cierto 
elemento del espacio X (es decir, la citada aplicación es una aplicación sobre el espa- 
cio Y); en efecto, si y € Y, entonces, al desarrollarlo en Y según la base, obtendre- 
mos a 


y= y DS 


n=1 


Seax = y b „€n (tal elemento existe, véase el lema 5). Es evidente que precisa- 
n=1 
mente al elemento x corresponde, en la correspondencia establecida, el elemento y. 
Mostremos por fin que en dicha correspondencia se conserva el producto escalar. 
Esto proviene inmediatamente del lema 4. Efectivamente, sio. 


x= Y ap x= Y den yJ= 5 a. y = y bs. 
n=1 n=1 n=1 n=1 


entonces, en virtud del lema mencionado, 


œx) = Y a,b, =0,y). 0 
n=1 
En calidad de modelo de un espacio separable de Hilbert de dimensión infinita 
puede intervenir un espacio, cuyos elementos constituyen las sucesiones de números 


reales 
x= (Xp Xp +++» Xp >> .), 


a0 


para las cuales la serie y A converge, es decir, el espacio /, (véase el ejemplo 5en 
k=1 
el p. 57.4). El producto escalar en este espacio se introduce según la siguiente regla: 


six = (Xj. Xp. .)e Y = Opee Yp 


entonces (x, y) = y Xp) pe 
k+1 
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00 


Esta definición tiene sentido, pues de la convergencia de las series y A Y 
œ Ss k=" i 


2 Y se desprende que la serie y Xy es también convergente. Esto se deduce, 
s k=1 


P ejemplo, de la desigualdad de Hölder para las series cuando p = 2 (en este caso 
cha desigualdad lleva, a menudo, el nombre de Cauchy-Schwarz), pero puede ob- 
tenerse también de la desigualdad elemental 


A+ y? 
xy, < 12, 


La norma en el espaci ; : 
Aane ik la pacio /, se determina de confirmidad con la regla general me- 


ixi = y 


Teorema 11. El espacio l, es un espacio separable de Hilbert. 

DEMOSTRACIÓN. El espacio l, es separable, pues las sucesiones e,, k = 1 
2, . «+, en las que todos los lugares están ocupados por ceros, a icepción del 
k-ésimo, donde figura la unidad, forman una base ortonormalizada y, por consi» 
guiente, sus combinaciones lineales finitas con los coeficientes racionales forman un 
conjunto numerable denso en el espacio l, (¿por que?). 


da 5 completitud del espacio 1, se demuestra de una manera un tanto más comple- 
. Sea 


© = (240), xK 
xO = oP, L, a, k=l., (58.45) 


una sucesión fundamental del espacio 1, Entonces, de la desigualdad 


A = | Y ak tP- 0) > 
n=] 


21? 1, k=1,2,..., p=0,1,2,..., n=1,2 


y de ca fundamental (58.45) se deduce que para cualquier » fijo la sucesión 
numi ca Xp» kal, 2y > satisface el criterio de Cauchy (véase el p. 4.7) y, por 
consiguiente, converge. Sea Jim xf0 = x, Por ser la sucesión (58.45) fundamental, 


para todo € > 0 existe tal número k, que se verifica la desigualdad 
lA +P O < e, 
cualesquiera que sean el número k > k, y p natural, es decir, 
y (Ak +p) x)? <e. 
n+i : 


De aquí para todo número natural fijo m tenemos con mayor razón 


y (ek +p) x) < g. 


n=1 
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Pasando aquí al límite para p — œ, obtendremos 


Y e, 
n=1 


y, como esto es cierto para cualquier m = 1,2,... , se tiene 


Y en APE, kake (58.46) 

n=1 
De este modo, el punto y® = (x, — MO, ... ,x, — XP,... ) k > K, per- 
tenece al espacio l, mas, en este caso, también le pertenece a /, el punto x = 
O O T y“), mientras que la condición (58.46) significa 


que lim x® = x. 
k — œ 


Hemos demostrado pues que la sucesión (58.46) converge. Por consiguiente, /, 


es un espacio completo. O 
En virtud del teorema 10, el espacio /, es isomorfo a todo espacio separable de 


- Hilbert. 


En el p. 58.3 se ha mostrado que el espacio L,[a, b] es separable (véase allí el 
teorema 2) para cualquier segmento [a, b], por consiguiente, es también isomorfo al 
espacio /,. Se puede probar que el espacio L,(G), donde G es un conjunto medible 
de medida positiva del espacio n-dimensional, también es separable y, por ende, iso- 
morfo a /,. De este modo, todos los espacios de Hilbert de funciones integrables en 
cuadrado son isomorfos entre sí, independientemente del número de variable de las 
cuales dependen las funciones citadas. 


58.6. DESARROLLO DE LAS FUNCIONES DE CUADRADO INTEGRABLE 
EN SERIE DE FOURIER 


En el $ 55 se estudiaban las series clásicas de Fourier, es decir, las series de 
Fourier según el sistema trigonométrico de funciones, para las funciones absoluta- 
mente integrables. En el presente punto se obtendrá toda una serie de corolarios, 
provenientes de la teoría general de las series de Fourier en los espacios de Hilbert y 
de la propiedad de completitud de un sistema de funciones trigonométricas en el es- 
pacio L,[— x, x], para las series trigonométricos de Fourier de una clase más reduci- 
da de funciones, en comparación con las funciones absolutamente integrables, a sa- 
ber, para las funciones de cuadrado integrable en el segmento [— rr, x], es decir, pa- 
ra las funciones del espacio RL,[— rr, x] (véase el ejemplo 3 en el p. 57.8). 

Observemos, ante todo, que si en el espacio de Hilbert L, [— 7, rt] se toma, a 
título de sistema ortogonal, el sistema trigonométrico 


1, cosx, SenX,. . . ,COSMX, SENMX,... s (58.2) 


los coeficientes de Fourier del elemento f e L,[-— rr, 7] según este sistema se determi- 
narán, de acuerdo con (58.23), según las fórmulas 


=D, a, = osn, by = L Y, senn»), (58.47) 
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pues 111,, = V27, Icosaxl,, = Isennxl,, = Vx (véase el p.58.1). 

Si f es una función continua en el segmento [— x, 7], entonces fe CL,[-r, 
1] C L,[—r, 1]. Comparando las fórmulas (58.47) para los coeficientes de Fourier 
de la función f con las (55.6) (el producto escalar se define, como siempre, mediante 
las fórmulas (57.30)), vemos que todas ellas coinciden, salvo la fórmula para el coe- 
ficiente a, la cual en (58.47) difiere de la en (55.6) en el factor 1/2. Pagando el tri- 


buto a la tradición, nos atendremos, en lo que sigue, a la fórmula (55.6) para dy, ES 
decir, se considerará que 


a, = = 4,1 (58.48) 


y la serie trigonométrica de Fourier se escribirá en la forma 
ao 
— + a, cosnx + b sennx. 
2 

n=l 
Aplicando el teorema 6 al sistema trigonométrico (58.2) y teniendo presente que 
dicho sistema es completo en el espacio L,[- x, 7] (véase el ejemplo 3 en el p. 58.3), 
obtendremos el siguiente teorema. 


Teorema 12. Cualquier elemento f e L [— x, 7] se desarrolla en este espacio en 
una serie de Fourier según el sistema trigonométrico 


f= 2 + y a, cosmx + b sennx, (58.49) 
n=0 
siendo en este caso válida la igualdad de Parseval 


00 


lim, 23 pl 
O 


n=] 


Corolario 1. Toda función f(x) de cuadrado integrable en el sengmento [— x, 7] 
1) es el límite, en el sentido de la media cuadrática (véase el p. 57.5), de sus su- 


mas parciales de Fourier S, (Xx) según el sistema trigonométrico de funciones para 
n — œ, es decir, 


T 


lim | 146) - S, 0dr = 0; (58.50) 
2) y para ella es lícita la igualdad de Parseval 
l 2 ag 2, p2 
= | 0a- y a? + b2, (58.51) 
=p n=l 


Corolario 2. Si la función f de cuadrado integrable en el segmento [— rr, z] y to- 
dos sus coeficientes de Fourier según el sistema trigonométrico (58.2) son iguales a 
cero, la función es equivalente a cero. 


58.6. Desarrollo de las funciones en serie de Fourier___+22 
Aquí los coeficientes de Fourier paran = 1,2,.. . se determinan siempre a par- 

tir de las fórmulas (58.47), y el coeficiente ay, según la fórmula (58.48). 
Por cuanto el propio teorema 12 se infiere del teorema 6, la demostración se ne- 

esita sólo para los corolarios. E 
i Así a sea f (x) una función de cuadrado integrable en el segmento [—m, rl, > 
decir f0) E RL [—r, 7] (véase el ejemplo 8 en el p. 57.4 y el ejemplo 3ene 
57 8) Henios de notar, ante todo, que cualquier función g 00, equivalente a FO) 
Cine la definición 38 en el p. 57.10), tiene los mismos Epa rain 
i i i i i de que el producto se- 

iguiente, la misma serie de Fourier. Esto proviene | 
ad espacio RL,[— T, T] no varía, si sus factores se sustituyen por los 
equivalentes (véase la fórmula (57.41)), y por esta razón, si f ~ g, se tiene 


1 1 
a=- E DeL = 5 6 Drey 


1 
a = E (f, cosmx)p,, == (E, COS MX) py y 
n r xr 


1 


: ) 
b, = — (f, senn) y, == (g, sennx) RL» 


n=1,2,...® 


Por consiguiente, si designamos con F la clase de rar E PEE Pa 
ida la i 0) la definición (57. - 
contenida la función f, entonces, debido a : 
a s de las clases de funciones equivalentes, es decir, de producto escalar en el 


PN 


espacio RL,[—, x] (véase el p. 57.10), tendremos 
1 
. ay sn O Y = (F, senny) g, n= 1,2...’ 
do soi Diir a, E cos nx) Riz n= Riz 


i i RL,[- C L.[-*, *] coincide 

ir, la serie de Fourier del elemento Fe RL,[-, q] 2 E 

Ae kak de Fourier de toda función f e F. De acuerdo con el teorema 12, en el es 
pacio L,[—T, 7] tiene lugar el desarrollo 


F= > + y a, cosnx + b, sennx, (58.52) 


n=1 


y se verifica la igualdad de Parseval 


ao 


2 
a 2 58.53 
Li, =2+ ) al + bi. ( ) 
x 

n=1 


E . . de 
Si S, (1) = a + y a,coskx +b,sen kx es una suma parcial de la serie 
k 


Fourier (58.52), entonces la convergencia de esta serie en el espacio L,[— 7, q] hacia 


i indi é i oman los 
* El índice en los productos escalares y semiescalares indica en qué espacios se t 
productos en consideración. 
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—_—_—AH-2722 AOS Y desarrollos según ellas. 


el elemento F significa que 
im IF - Sol Lo = 0. 


Si ahora, f e F, se tiene (véase (57.42)) 


IF- SOM, = O — SC, = | | 1160) — S,(ORax, (58.55) 


donde f(x) — S, o) RL, & la seminorma de la función f(x) — S, (x) en el espacio 


RL,[—r, x], lo i i 
2 » T], lo que tiene sentido, = 
(58:55) se desprende que O, pues f(x) — S,(x) € F — S,(x). De (58.54) y 


T 


lim |V- S,()Pax = lim f(x) — S, (01 


-T 


RL = 0, 
es om la igualdad (58.50) queda demostrada. 
uego, como, en virtud de la misma fórmula (57.42), tienen lugar las igualdades 


IFI, = Mikr, — 


y los coeficientes de Fourier de F y 
mediatamente de (58.53). 


f f œ)dx 


f son iguales, entonces (58.51) se desprende in- 


Para i 
demostrar el corolario 2, observemos que si todos los coeficientes de 


Fourier de la función fe RL,[ o Í 
; 2[— x, 7] según el sistema tri i 
entonces de la igualdad de Parseval (58.51) proviene ES son nulos, 


T T 
2 
Vik = | Pd = 0, 
y esto significa, de acuerdo con la d inició 
ciones equivalentes, que efinición 38 del p. 57.10 referente a las fun- 


Ff-0. 


ció EAS Er reos rd a que si los coeficientes de Fourier de una fun- 
x 5 grable son todos iguales a ; Sbi 
riamente cero idéntico, sino que es de AS dicha fúnción no es necesa- 
o corolarios están demostrados. 
del a de Parseval (58.51) se infiere una vez más (independientemente 
ERA ae ai el a > qe be coeficientes de Fourier de la función f(x) tienden 
i térmi eral de la serie convergente (58.51) si iend 
con la peculiaridad de que esto tiene 1 51) siempre tiende a cero) 
ugar sólo para las funciones d i 
tegrable en el segmento [— r, *]. Por cu f nes de cuadrado in- 
z TI. anto toda función, continua en el 
A dio psp Seno de cuadrado integrable, para ella es también válida 
mer corolario del teorema 12; esta funció : 
de Fourier que conver S ; unción se desarrolla en serie 
i ge a ella en el s : ] 
lícita la igualdad de Parseval (58.51). entido de la media cuadrática y para ella es 


Mientras tanto el segundo i 

; corolario para las funciones contin ed 

sider . uas pu a 
ablemente reforzado. Enunciémoslo en forma de un teorema FERT POR 


- (58.54) 
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Teorema 13. Si todos los coeficientes de Fourier de una función continua en el 
segmento [— *, 1} son iguales a cero, la misma función es idénticamente igual a ce- 
ro. s 

Corolario (teorema sobre la unicidad del desarrollo de una función continua en 
la serie de Fourier). Si dos funciones continuas tienen iguales coeficientes de 
Fourier, son idénticamente iguales. 

DEMOSTRACIÓN. Si la función f(x) es continua en el segmento [— r, r] y todos los 
coeficientes de Fourier de la misma son nulos, de la igualdad de Parseval (58.51) te- 
nemos Ifi p LF O. Pero la seminorma del espacio RL, [— T, z] en el conjunto de 
funciones continuas interviene como una norma (véase el ejemplo 9 en el p. 57.4), 
por lo cual f(x) = 0 para cualquier x e [—m, 7]. 

El corolario se desprende de lo que la diferencia de dos funciones, cuyos coefi- 
cientes de Fourier son iguales, tiene coeficientes de Fourier nulos y, por ende, es ce- 
ro idéntico. O 

OBSERVACIÓN 1. Los teoremas 12 y 13 se han formulado con referencia al sistema 
trigonométrico de funciones. Las afirmaciones similares son válidas, por supuesto, 
para cualquier sistema ortogonal completo de funciones, es decir, para un sistema 
que forma una base ortogonal en el espacio L,[a, b]. En particular, las afirmaciones 
análogas subsisten para los desarrollos de las funciones según polinomios de Le- 
gendre (véase el ejemplo 2 en elp. 58.3) en el espacio L,[—1, 1]. Por ejemplo, si to- 
dos los coeficientes de Fourier de una función continua en el segmento [— 1, 1] se- 
gún el sistema de polinomios de Legendre son nulos, dicha función será igual a cero 
en todo punto del segmento [— 1, 1]. Las demostraciones de las afirmaciones seme- 
jantes pueden efectuarse siguiendo el mismo esquema que se ha usado anteriormen- 
te. 

OBSERVACIÓN 2. El hecho esencial y fundamental que ha permitido demostrar el 
teorema 12 consiste en la completitud del sistema trigonométrico en el espacio 
Ll- r, 7], la cual, a su vez, se basa sobre la posibilidad de aproximar en el segmen- 
to [— x, x], con cualquier grado de precisión en el sentido de la media cuadrática, 
toda función de cuadrado integrable en dicho segmento por una función continua 
de período 27 (véase el lema 16 del p. 57.10). Entre tanto, el empleo de la teoría ge- 
neral sobre el desarrollo según sistemas ortogonales en el espacio de Hilbert tenía,de 
hecho, sólo carácter terminológico y permitía realizar y anotar los razonamientos 
en una forma más breve e ilustrativa. A título de ejemplo de un concepto que es 
muy cómodo, al considerar los problemas estudiados, indiquemos, ante todo, el de 
espacio lineal normalizado (en particular, del espacio prehilbertiano) y, por consi- 
guiente, el concepto de norma. La introducción de estos conceptos permitió expo- 
ner la teoria de desarrollos según los sistemas ortonormalizados independientemen- 
te de su forma concreta. Estos conceptos tienen también las más diversas aplica- 

ciones en diferentes apartados de las matemáticas. 

En conclusión, haciendo uso de los resultados obtenidos, demostremos un teore- 
ma más. 


Teorema 14. Supongamos que la función f es continua en el segmento [— T, rl. 
Si su serie de Fourier converge uniformemente en el segmento [—r, 7), la suma de 


dicha serie será igual a la función f. 


4 
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DEMOSTRACIÓN. Sea 


a 
Jœ ~ A + y a, cosnx + b, sennx 


n=] 


œ 


a 
S(x) = z + y a, Cos rx + b, sen nx 


n=] 
la suma de la serie de Fourier de la función f. 

l Ante todo, la función Ss (x), como una suma de la serie convergente de las fun- 
ciones continuas, es también continua. Luego, en virtud del teorema 1 del p. 55.1, 
los NÚMErOoS A, Ap, byn = 1,2,..., constituyen los coeficientes de Fourier de la 
función S(x). 

, _De este modo, dos funciones f y S, continuas en el segmento [— rr, r] tienen coe- 
ficientes de Fourier iguales y por esta razón, en virtud de lo dicho anteriormente, 


coinciden en todos los puntos del segmento [—*, ~]: FO) = Sœ), 


-tT Sx<s r. 0O 


58.7*. TRANSFORMACIÓN DE FOURIER 
DE LAS FUNCIONES INTEGRABLES EN CUADRADO. 
TEOREMA DE PLANCHEREL 


Si el cuadrado de la función f es integrable en todo el eje real, la propia función, 
en el caso general, no es absolutamente integrable en todo el eje, lo que muestra el 
ejemplo de la función l 


1 
di 


Por eso, en virtud de la teoría de transformación de Fourier expuesta en el $ 56, 
no puede afirmarse la existencia de la transformación de Fourier para las funciones 
del espacio L 2- œ , 00), Mostremos que en este caso se puede definir la transforma- 
ción de Fourier en cierto sentido generalizado. Previamente nos detendremos en la 
definición del espacio L,(— o, œ) para las funciones de valores complejos. 

Sean f y g dos funciones continuas de cuadrado integrable del módulo en todo el 
eje que toman, por regla general, los valores complejos. Su producto escalar se de- 
termina en este caso según la fórmula 

+0 - 
Ce) = | fodeGgax. 
Se comprueba con facilidad que todas las propiedades, de las cuales debe disponer 
un producto escalar en un espacio lineal complejo (véase el p. 57.7), en el caso dado 
se cumplen. 

El espacio L,(— œ, 00), que se considera en este punto, se definirá como 

complemento de un espacio prehilbertiano de funciones continuas de valores 
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complejos con cuadrado del módulo integrable en todo el eje y producto escalar in- 
dicado (compárese con el teorema 6, p. 57.10). Con 1/1 se designa en este párrafo la 
norma del elemento fe L,(— oo, +00), es decir, 


Al =O, A, 


y asimismo la seminorma - 
i= | | OF 


para las funciones f de cuadrado del módulo integrable en todo el eje. Anteriormen- 
te se ha asumido sin demostración, para el caso de las funciones reales (véase el 
p. 57.10), que todo elemento del espacio L, puede considerarse como una clase de 
funciones. La afirmación análoga es válida también para el espacio L, de funciones 
de valores complejos, con la particularidad de que la seminorma {fi de las fun- 
ciones f coincide con la norma del elemento del espacio L,, al cual pertenece (en el 
sentido análogo al indicado en el p. 57.10) la función f. No nos detendremos en la 
demostración de estos hechos y no los utilizaremos en adelante. 

Una función de valores complejos f(x) = y(x) + ¡iwGo), donde p(x) y y(x) son 
funciones reales, —o < x < +00, se llamará función escalonada finita, si lo son 
las funciones p(x) y y(x) (véase la definición 7 en el p. 55.2). En lo que sigue las 
funciones escalonadas finitas se llamarán, para abreviar, simplemente escalonadas. 

Cualesquiera dos funciones escalonadas p (x) y y (x) pueden ser representadas en 
forma de una combinación lineal finita de las mismas funciones de un escalón (véase 
el p. 55.2) que toman los valores 1 y 0. Para ello basta tomar toda clase de intersec- 
ciones no vacías de los semiintervalos, donde las funciones p(x) y Y (x) quedan cons- 


tantes. Dichas intersecciones son también semiintervalos [x, _ ; Xy), k = 1, 
2, ... , n, donde quedan constantes simultáneamente las funciones p(x) y y(x). 
Por eso, si l, si X, $ X < Xp 
wx) = , 
0, si x<x,_¡ Ó xX2>*Xp 
k=1,2,...,A, 


son las correspondientes funciones de un escalón, existen tales números reales Aks 
ug =1,2,... , n, que 


e) = Y oe) VO Y n. 


k=1 k=1 
De aquí se deduce que toda función de un escalón de valores complejos 
FO) = ex) + iy (x) es representable en forma de 


f0= Y to), (58.56) 
k=1 
donde t, = A, + ing, k = 1,2,... ,n, son números complejos. 
Lema 6. Sea f una función escalonada de valores complejos y sea F[f] su trans- 
formación de Fourier, entonces 


FI = 11. 
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DEMOSTRACIÓN. Si la función f viene dada por la fórmula (58.56), se tiene 
+0 


= | ff = 


- Y ttk T (1) Lo) dx = y Itl k Xp. (58.57) 


jk=1 = k=1 


Sea ahora 0 < y < +00; entonces 
n n + 00 +00 


_— 1 i S 
| FIA Fay = > | dy | fe- dx | ¡Dev di = 
-y7 po > -0 : —o 
aia | | fS E)dxdg | eve - Ay = 
2r 
a | j so 222 dxdt. (58.58) 
T -x 


Todas las transformaciones son verídicas aquí, puesto que todas las integrales se cal- 
culan, de hecho, dentro de los límites finitos. 

Por cuanto las partes real e imaginaria de la función f(x) satisfacen las condi- 
ciones del teorema sobre la representación de funciones mediante la integral de 
Fourier (véase el teorema 1 en el p. 56.1), resulta, pues, que para todo x, a excep- 
ción dex = x,,k =1,2,... ,n,se tiene (véase la demostración del teorema cita- 
do) 


+0 


lim 2 1 a 


y + F 


O mE a = fð. 


— 00 


Se pone de manifiesto que en virtud de lo observado y teniendo presentes nuestras 
suposiciones acerca de la última integral (58.58), podemos pasar al límite bajo el sig- 
no de la integral exterior para y — +œ. No obstante, el teorema correspondiente 
no fue demostrado en el presente curso, a consecuencia de lo cual nos vemos obliga- 
dos a realizar ciertos cálculos complementarios. Sustituyendo (58.56) en (58.58), ob- 
tenemos 


P n xi Xk 
=s 1 E EN 
| FINFIN1dy =2 ) AR | dx | cil 2) gg z 
T Ex 
=n ik=1 Xj-1 Xk — 1 


n 


i xj nk — x) 
= sen ź 
=— f dx — dt. (58.59 
- 2 7 | í T dt. (58.59) 
ik=1 


Xj-1 Nk - 1 x) 
Analicemos el comportamiento de cada sumando de la suma obtenida cuando 
y — +œ. Sij = k, entonces, cambiando el orden de integración (fig. 242) y efec- 
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tuando la integración respecto de la variable x, obtendremos: 
Xk nk — x) 
sen t 


1 de a 
t 


Xk- 1ı nxk- 1- x) 


n(xk — Xk — 1) 
sen Í 


ATT Gepe 


0 
+ | (+ E) Fa] - 


—n(Xk — Xk - 1) 


o 


Nk — Xk - 1) 

2 sen Í 2 

= — (Xy 7 Xk- — dt + — [1 — cosn(%, — Xp — Dl- 
T t EN 


Como 


(véase el p. 54.4), se tiene 
nk — Xk - 1) 


© 


Luego, evidentemente, 


2 
lim — [1 — cosn(x, — X% - p) = 


a~ +9 


327 
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Ss LETE) 
Enard 


0 Tj-1 Tj Lp- Lon T 
Fig. 243 
por lo cual 
Xk n(Xk — x) 
1 sent 
Fouk dx dt = X; Xk- p k=1,2,...,Ħn. 
Xk- 1ı nak -1 — x) 


Mostremos ahora que para j + k 
xj n(xk — x) 


Xj- 1 nak -1 — x) 


Sea, para concretar, x; _ ¡ < X; S Xk _ ¡ < Xy Para otras disposiciones de los se- 
miintervalos Lx; -p xj) y lx, — ¡»X¿), donde las funciones quedan constantes, la de- 
mostración es análoga. Cambiando de nuevo el orden de integración y realizando la 
integración respecto de x (fig. 243) obtendremos, recurriendo a los razonanientos 
semejantes: 


xj nk — x) Nk =— xj- 1) 
sen f t 
Xi- 1 NXk -1—x) nk — xj) A i 
n(Xk — xj) 
sen í 
t 
n&k - 1— Xj- 1) 
Nk -1T7X-1) 
F e t \ sent 
T Xk-1 n PAS para y — œ. 
nXk-1 > xX) 
Ahora, de (58.59) tenemos 
+0 7 


IFI? = | FINFIJAx = lím | FF ay = 


n-— 


— 09 - 


= Y IE- x eo 


k=1 
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Lema 7. Sea f una función de valores complejos, continua en el segmento Ía, b] e 
igual a cero fuera de dicho segmento; existe una sucesión de tales funciones escalo- 
nadas p,, n =1,2,... , que 

lim lp — p, = 0. 
n — œ 

DEMOSTRACIÓN. Para las funciones reales dicha afirmación se desprende del 
lema 14, p. 57.10. Supongamos ahora que y = u + iv es una función de valores 
complejos continua en el segmento (a, b]; en este caso las funciones reales u y v son 
también continuas en el segmento [a, b]. Por eso, existen tales sucesiones de fun- 
ciones escalonadas (u,) y [v,) que lu — u,1 — Oy lv — v,i — Ocuando n — oo. Si 
es que p, = u, + IV, entonces lp — e, < lu — u, 1 + iv — v,i, de donde 
lp — e, 1 — 0 cuando n — œ. C 

Lema 8. Supongamos que una función de valores complejos y es continua en el 
segmento [a, b] y es igual a cero fuera de él, en este caso 


Flo = loi. 
DEMOSTRACIÓN. Sea y, una sucesión de funciones escalonadas de tal género que 
lím lp — p,1 =0 


nn- œ 
(véase el lema 7), entonces, en virtud de la continuidad de la norma, 
lím ip, I = lol. (58.60) 


n— œ 


Entre tanto, de la desigualdad de Cauchy — Buniakovski obtenemos 


b b 12 / b 1/2 
| lo, 0) — e)! dx < ( fax) ( 1e, - ecorax) = 


a a a 
b 


1/2 
= (b — ay ( l lp, œ) — 0091%ax) 


a 


y, por consiguiente, P 


lim |l, œ) — p%)ldx = 0, 
n — œ 
a. 
es decir, la sucesión (p,) converge en media hacia la función y y converge en el senti- 
do de L}. Por esta razón, si 


y = Flel, Y, = Flo, n=1,2,..., 


entonces la sucesión de las funciones continuas {y} (véase el corolario del lema 4 en 
el p. 56.7) converge uniformemente hacia la función y, la cual es, debido a esto, 
continua en todo el eje numérico. Además, en virtud del lema 6, 


Iyi = Up, 1. (58.61) 


De aquí proviene, en particular, que las funciones continuas y, son funciones de 
cuadrado integrable del módulo, es decir, pertenecen al espacio L,(— œ, +00). 
Ahora, las funciones y,, n = 1,2, ... , forman una sucesión fundamental en el 
espacio L,(— œ, +00). Esto se deduce de lo que la sucesión (p,) converge en media 
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en el sentido de L, y también de la igualdad 


| 19,0) — Y. 0dy = | 10,0) — 6.0120», 


la cual también proviene del lema 6, pues la diferencia entre las funciones escalona- 
das es asimismo una función escalonada. 

Mostremos que la sucesión (y,) converge hacia la función y también en el espa- 
cio L,. En efecto, siendo e > 0 fijo, existe, por ser la sucesión (y) fundamental, tal 
número n, que para todos losn > n, y m > n, secumple la desigualdad 

+0 
MY, — Y = | 19,0) — Y 011?dy < e. 

Con mayor razón, para cualquier número c > 0 tendremos 

c 

| 19,0) — Un 0)dy < e. (58.62) 

Cc 
Cuando n y c son fijos y m — œ, la expresión subintegral en (58.62) converge uni- 
formemente hacia la función ly, (y) — Y0»)12. Por ello, en la desigualdad (58.62) 


podemos pasar al límite bajo el signo de la integral para m — oo. De resultas tendre- 


mos 
c 


| 19,0) — VO)l?dy < e. 


-C 


Ahora, haciendo tender c hacia +œ, obtendremos que para n > n, se verifica 
la desigualdad 


+0 


| 19,0) — VO) dy < e, (58.63) 


— 00 


lo que precisamente significa la convergencia en media, en el sentido de L,, de la su- 
cesión (y,) hacia la función y. 


De lo demostrado se deduce también que y e L,(- 0, +œ). Efectivamente, en 
virtud de (58.61) y (58.63), 


iyi < ly — y, 1 + MI < +00. 


Por fin, de la desigualdad (57.18) obtenemos, teniendo presente que 
lim ly, — yl = 0, 


lim ly, = iyt. (58.64) 
De (58.60), (58.61) y (58.64) se infiere que 
Iyi = lol. O 


Teorema 15 (de Plancherel*). Supongamos que y es una función continua de 
cuadrado integrable del módulo en todo el eje numérico y sea 


*) M. Plancherel (1885 — 1967), matemático suizo. 
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M 
1 e 
VW = 75 | ele dx, M>0. 
-M 


Entonces: : l ' 
1) la función Y y0) es también continua y de cuadrado integrable en todo el eje 


numérico; 
2) cuando M — +œ, las funciones Y convergen en el espacio L,(— oo, +œ) 
hacia cierto elemento y e L,(— œ, +œ) y 
DEMOSTRACIÓN. Si an: 
Pela ( 0) si xg[-M,M), 


será obvio que 


lim py=eenLy(-o, + 00), (58.65) 
M-— +0 
= lol. (58.66) 
a leo e 
De conformidad con el lema 8, 
YA = lp, A, M>0, (58.67) 
Wo, - Yml = lem - Pu, M,>0, M,> 0. (58.68) 


De (58.65) y (58.68) proviene, en virtud de que. el espacio L,(— œ, +00) es 
completo, que existe un límite (¿por que?) 


= L,(—œ, +00), 
a YM yen A j ) 


Por ser continua la norma, l 
lim Iy,A = Iyi (58.69) 
M — +0 


de (58.66), (58.67) y (58.69) tenemos 
Iyi = l O 
El elemento y € L,(— œ, +œ), obtenido en el transcurso de la demostración, lo 
llamaremos también transformación de Fourier de la función continua dada 
pEL,(—o, +00) y anotaremos 
y = Flo]. (58.70) 


Esta notación es natural, puesto que si la función y es, además, absolutamente in- 
tegrable, entonces lim y, coincide con la transformación de Fourier ordinaria. 
M — +0 


En efecto, en este caso na 


— p(x)ldx = 0. 
a | Ieyg0) — e)! dx 


-œ 
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Por consiguiente, las funciones Y ,, = Fl i 

ente, ) M Ym] convergen uniformemente, cuando 
M — œ, hacia la transformación de Fourier F[p] de la función p. Como vimos, y 
converge en media en el sentido de L, hacia la función y; de aquí no es difícil a 


vencerse de que y = F[p] (compátese el razonami c 
del lema 8). namiento análogo en la demostración 


La transformación de Fourier (58.70) está definida por ahora sólo para aquellos 
elementos pE LA —œ, +œ), que representan en sí funciones continuas de cuadra- 
do integrable, sin embargo por su continuidad puede ser extendida a todo el espacio 
L- œ, +00). En efecto, sea p un elemento arbitrario del espacio L,(— œ, + o0) 
De acuerdo con la definición del espacio L,(— œ, +00), el conjunto de funciones 


EN es denso en él. Por consiguiente, existe una sucesión de funciones conti- 


Pa EL,(— œ, +0), n=1,2,..., 


tal que dm e, = ø, es decir, lím lp, — pl = 0. 
Sea Flp,] = Y, n = 1,2,... . En virtud del teorema Plancherel, 
ly, — Yml = lp, — Pmb n,m =1,2,..., 


por lo cual la sucesión (y,) es fundamental en L 
y, por ende, es conv: te. 
y = dm Y Por definición suponemos ? E EE, ii 


y = Flel. (58.71) 


eaa d ( +00), n >) 1,2,... , es alguna otra sucesión de funciones 
e en L,(— œ, + œ) converge al el ¡yt = Flo" 

í L, ge al elemento y, = 

de la igualdad p y si va [p*], entonces 


lo, — pil = 1, — yl 
tenemos m y = y. De este modo, la definición (58.71) no depende de cómo se 


elige la sucesión de funciones continuas que converja hacia el elemento g. 
Para cualquier p e L,(— œ, + œœ) resulta válida la igualdad 


UF [eJl = hol, 
lo cual proviene inmediatamente de que esta igualdad tiene lugar para las funciones 
continuas p € L¿(— oo, +œ) y de la continuidad de la norma. 
Luego, es fácil comprobar que la transformación d i i 
A e Fourier F es 1 
L,(— o, +00), es decir, is 
FA ye; + Apa] = A Fis] + AF iv] 
para cualesquiera p, y p, de L,(— œ, +00) i í 
i f 2 ; y cualesquiera números A, y A,. Esto es 
cierto para las funciones escalonadas. Ellas forman en L,(- o, + æ) un conjunto 


denso. De aqui, la igualdad citada se obtiene pasando al límite para cualesquiera 
elementos del espacio L,(— oo, + o). 


l Por fin, la transformación de Fourier aplica el espacio L,(— œ, + œ) sobre sí 
mismo, es decir, cualquiera que sea el elemento y e L,(— o, +00), existe un ele- 
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mento p € L((— œ, +00) tal que F[p] = y. Con el fin de probarlo, se debe definir, 
empleando el mismo método que se ha utilizado para la transformación de Fourier, 
en el espacio L,(— œ, +00) la transformación de Fourier inversa F” ! y mostrar que 
para todo elemento y € L,(—oo, +00) se verifica la igualdad 1F” liyii = yl. A 
continuación, se puede mostrar que 


FIF7 UM =y y FHF = y 


para cualquier y € L¿(— 0, +00), partiendo de que esto es cierto sobre un con- 
junto de funciones escalonadas que forman en L,(— o, +œ) un conjunto denso. 
Si, ahora, tomamos, para el elemento ye L,(—-o, +œ), un elemento 
¢ = F7 1[y], entonces obtendremos Flp] = y, lo que precisamente significa que la 
transformación F aplica todo el espacio L,(— œ, + œ) sobre sí mismo. 

Al resumir todo lo dicho, llegamos al siguiente teorema.. 

Teorema 16 (de Plancherel). La transformación de Fourier F es lineal y aplica 
biuntvocamente el espacio L,(— oo, + œ) sobre si mismo, con la particularidad de 
que para cualquier elemento p € Ly(— œ, + 00) se verifica la igualdad 


IF [o = lol. 


$ 59, FUNCIONES GENERALIZADAS 


59.1. RAZONAMIENTOS GENERALES 


Se considerará en este párrafo una generalización del concepto clásico de una 
función, a saber, el concepto de función generalizada. Ha surgido en el proceso de 
resolución de ciertos problemas físicos y en los últimos años se ha arraigado en las 
matemáticas rápida y sólidamente. Con ayuda de este concepto la transformación 
de Fourier puede extenderse a una clase de funciones más amplia que las funciones 
absolutamente integrables o de cuadrado integrable. Permite formular en el len- 
guaje matemático tales nociones idealizadas como, por ejemplo, densidad de una 
carga puntual, densidad de un punto material, impulso instantáneo, etc. 

Explicaremos esto más detalladamente. Al estudiar fenómenos físicos 
sirviendonos del aparato matemático, hemos de recurrir inevitablemente a ciertas 
abstracciones matemáticas, en particular, emplear la noción de punto. Hablamos, 
por ejemplo, de una masa concentrada en el punto dado de un espacio, de una fuer- 
za aplicada en el momento dado de tiempo (es decir, en el punto dado del eje a to” 
largo del cual se calcula el tiempo), de una fuente puntual de tal o cual campo físico, 
etc. Esto resulta ser cómodo al emplear el aparato matemático, aunque en tal caso ` 
reproducimos una situación que no es del todo exacta: cualquier masa tiene un volu- 
men bien determinado, toda fuerza actúa durante un determinado lapso, cualquier 
fuente de un campo tiene dimensiones determinadas, etc. Resulta pues que, para es- 
te enfoque del estudio de los fenómentos físicos, los métodos clásicos de las mate- 
máticas son insuficientes. A veces nos vemos obligados a introducir nuevos concep- 
tos matemáticos, crear un aparato matemático nuevo. 
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Examinemos, a título de ejemplo, la acción de una fuerza “instantánea”. Su- 
pongamos que en el instante + = 0 un cuerpo de masa m + 0 ha experimentado la 
acción de una fuerza que le comunicó la velocidad v + 0, después de lo cual la ac- 
ción de la fuerza se dio por terminada. Al designar mediante F(t) la fuerza que ac- 
túa contra el cuerpo al instante de tiempo f, obtenemos F(t) = 0 cuando ¢ + 0. 
Trataremos de determinar cuál es la fuerza F(t) cuando t = 0. Según la segunda ley 
de Newton, la fuerza es igual a la velocidad de variación de la cantidad de movi- 
miento respecto del tiempo 
d(mv) 


dt 


F(t) = 


y, por consiguiente, para cualquier momento de tiempo 7, 0 < 7 < +œ, se tiene 


T 


f F(t)dt = mv. (59.1) 


00 


Como límite inferior de integración se ha elegido — œ; por supuesto, podemos to- 
mar en lugar de — oo cualquier número a < 0, por cuanto hasta el momento de 
tiempo £ = 0 el cuerpo se encontraba en reposo. 

Fijemos nuestra atención en que desde el punto de vista de la matemática clásica, 
es decir, desde el punto de vista de aquel concepto de integral que hemos estudiado, 
la igualdad (59.1) está privada de sentido: la función F(x) es igual a cero en todos 
los puntos, salvo en £ = 0, por eso la integral que figura en el primer miembro de la 
fórmula (59.1) y que se considera como impropia es igual a cero, mientras que el se- 
gundo miembro de esta igualdad no es nulo. Por otra parte, partiendo de los razo- 
namientos físicos, es natural esperar que la igualdad escrita tiene un sentido deter- 
minado. Esta contradicción significa que nos encontramos fuera de las posibilida- 
des de emplear el aparato matemático conocido y han de introducirse algunas 
nuevas nociones matemáticas. 

Supongamos, para simplificar, que la cantidad de movimiento adquirido por el 
cuerpo es igual a la unidad, es decir, mv = 1. En este caso la fuerza F(t) que actúa 
contra el cuerpo se designará mediante ó(t), por lo cual, la fórmula (59.1) tendrá 
por expresión 

l ôlt)dt=1, 7>0. (59.2) 


~o 


La función ô(t) se llama corrientemente función delta (función ô) o función de 
Dirac *”. 

Con el fin de examinar detenidamente la cuestión, supongamos que el cuerpo es- 
tá accionado no por una fuerza instantánea, sino por cierta fuerza constante que 
actúa contra el cuerpo durante el lapso de tiempo de — e hasta 0 (e > 0); esta última 
se designará con 6,(t). Supongamos también que esta fuerza comunica al cuerpo la 
misma cantidad de movimiento, igual a la unidad. En otras palabras, distribuyamos 


*) P, Dirac (n. 1902), físico inglés. 
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la fuerza buscada ô(t) por un intervalo de tiempo de longitud £. Hallemos la fuerza 


ô (t). 
j De acuerdo con el principio de conservación de la cantidad de movimiento, para 


cualquier tiempo 7 > 0 tenemos 


ô (t)dt = 1. 


— 00 


Por cuanto la fuerza ó,(£) es nula fuera del segmento [—e, 0] y constante dentro del 
segmento citado, se tiene 


T 0 
1= | ót)dt= | dt) dt = e(t), -e< t< O. 


Por ello 
ô (t) = E (59.3) 
0, si t< —e obien t> 0. 


Es natural suponer que la fuerza instantánea ô (t) se obtiene de la ‘“‘fuerza distri- 
bución” ó,(t), pasando al límite para e — 0, es decir, 


ò) = lim 5,(0), 


+œ, si f=0, 
$(t) = f (59.4) 
0, si #0. 


entonces 


Esta formula no permite obtener la (59.2), haciendo uso de las definiciones co- 
nocidas de la integral (propia o impropia). El hecho de que la función es nula en to- 
dos los puntos, a excepción de uno, donde ella es igual al infinito, y a la vez otro 
hecho, consistente en que la integral de dicha función es igual a la unidad, contradi- 
cen uno al otro dentro de los marcos de la matemática que hoy día se llama clásica. 
Esto nos lleva a la conclusión sobre la necesidad de introducir un concepto nuevo, el 
de “integral” (59.2). 

Desde el punto de vista físico es natural considerar que la cantidad de movimien- 
to comunicada al cuerpo por la fuerza instantánea 5(1), es decir, la integral (59.2), 
es un límite de la cantidad de movimiento comunicada al cuerpo por las fuerzas 5,(£) 
distribuidas en tiempo, cuando el lapso de su accionamiento tiende a cero, es decir, 
cuando e — 0. Por eso pongamos, por definición, 

| 5() dt = lim | 30) dt, 7 >0. 
De aquí, en virtud de la igualdad | 9 (t) dt = 1,7 > Opara todo e > 0, pro- 


viene precisamente la igualdad (59.2). 
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sá De a e a dice que la integral (59.2) de una función delta es igual 
a unidad, esta integral debe entenderse como limite de las cor i i 
tegrales ordinarias de las funciones ô, cuando e — +0. ada 


Resulta útil dar, de un modo análogo, la definición de las “ʻi 
s , as “int »” E 
nerales, a saber, de las integrales del tipo integrales” más ge 


T 


| Slt) f(t) dt, —-o<Tr< +0, (59.5) 


— 00 


donde f(t) es una función continua. A saber, defi í i 
la igualdad r, definamos el símbolo (59.5) mediante 


T T 


| SOSO dt = lim | EOI a. (59.6) 


—o S 


Para demostrar que esta definici 
A ción es correcta, se debe probar que el limi 
(59.6) siempre existe. Más aún, probemos que ' j a iii 


T 


F(0) para 7 >20, 


lim | ô (H) f(t) dt = f . (59.7) 
DA 0 parar <0. 


Sea primero 7 > 0. Al emplear (59.3), obtendremos 
0 


T 0 
| | OSA dt 50)| = k | ma- EL | ar < 


~œ 
—E 2E 


0 
1 
<- | If) — F(O)| dt. (59.8) 


Por ser la función f(x) continua cuando x = 0, para cualquier y > 0 existe tal 
ed > 0 que para todo f que satisfaga la condición |fl < E» SE cumple la desigual- 


IA — FO)! < n. 
Por ello, para cualquier e < €, de la desigualdad (59.8) proviene que 


T 
7 
<— dt =). 
z |a= 


— œ 


T 


| ôS) dt — f(0) 


-— 00 


La igualdad (59.7) queda demostrada para 7 > 0. S : 
más fácil cuando r < 0. para 7 > 0. Se demuestra de modo aún 


Así pues, de la definición (59.6) se deduce que para cualqui l l 
F(t) es válida la fórmula que p quier función continua 
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Y f(O) para T>0, 
l SONO dt = f (59.9) 
0 para 7<. 


— 00 


La fórmula (59.2) se desprende de aquí cuando f(t) = 1. 


Si ponemos 

1 para t20, 

0(t) = f (59.10) 
O para t<0, 


la fórmula (59.9), pafa f(t) = 1, se escribirá en la forma 
Or) = f 5(t) dt. (59.11) 


— 00 


La función 0(£) lleva un nombre especial: se llama función de Heaviside*?. Al calcu- 
lar la derivada de la función 0 (t), de acuerdo con la definición clásica de derivada, 
de (59.10) obtenemos 


œ para t= 0, 
o't) = f (59.12) 
O para źt +0. 


No sería correcto afirmar a base de lo dicho que 0” (t) es una función delta, puesto 
que la función ô(t) se define no sólo por la función (59.4), pues incluso desde el 
punto de vista físico está claro que de esta sola fórmula no puede provenir que la 
fuerza ó (t) comunica al cuerpo en consideración una cantidad de movimiento que es 
precisamente igual a la unidad. No obstante, es cómodo poner, por definición, 


0" (t) = St). 


Aparte de la igualdad (59.12), esto se justifica por el hecho de que en tal caso queda 
en vigor la fórmula fundamental del cálculo integral que restablece la función a par- 
tir de su derivada, o sea, la fórmula de Newton — Leibniz. En efecto, ahora la 


fórmula (59.11) puede ser escrita en la forma 
Ar) = | 0 (0dt, -o<T<+0o 


— o 


(observemos que 0(— œ) = 0). 

Ha de notarse que no hemos dado la definición matemática precisa de la propia 
función ô(t) en su calidad de función de un punto (se ha observado anteriormente 
que la fórmula (59.4) no constituye tal definición); esto es imposible en general, 
puesto que la función delta es un concepto de distinta naturaleza. Entre tanto, fue 
definida por nosotros no la función 5(£), sino la “integral” (59.5). No es por casuali- 
dad. Para varios problemas de física resulta característica una circunstancia consis- 


*) O. Heaviside (1850—1925), físico inglés. 
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tente en que las funciones, introducidas con el objeto de describir uno u otro obje- 
to, sólo tienen sentido en la medida de que el sentido físico inmediato lo tienen cier- 
tas integrales de dichas funciones. Las funciones generalizadas surgen, pues, como 
cierta generalización de una familia de integrales del producto de dos funciones, una 
de las cuales es fija y la otra puede elegirse arbitrariamente de cierta totalidad. 

Así pues, hemos definido un concepto nuevo, el de integral de la función delta 
(e, incluso, el concepto más, general de integral del producto de una función conti- 
nua por la función delta). Esto no es una integral ordinaria, es decir, no es un límite 
de ciertas sumas integrales, sino el límite de las integrales correspondientes, o bien, 
hablando metafóricamente, ““un límite de los límites de sumas integrales”. En 

+00 
otras palabras, para definir la integral í ô(xY (x) dx se debe añadir al paso límite, 
+œ — 00 

que da el valor de la integral f ô A(x) dx, un paso límite más para e — 0. Aquí 
se observa una analogía peculiar con la definición de la integral impropia: partiendo 
de la definición conocida de la integral, obtenemos, con ayuda de un paso límite 
complementario, el nuevo concepto matemático. Por supuesto, los pasos límite 
complementarios en estos casos son diferentes, lo que conduce a los distintos con- 
ceptos. l 

Al definir de un modo nuevo el símbolo (59.5), nos encontramos dentro del 
círculo de las definiciones matemáticas acostumbradas que hacen más amplio el ba- 
gaje de conceptos que hemos tratado anteriomente; hemos logrado establecer una 
propiedad interesante de la función ô(t) (véase (59.9)): dicha función pone a toda 
función continua f(t) en correspondencia un número f(0), es decir, ô(t) puede con- 
siderarse como una función definida en el conjunto de todas las funciones conti- 
nuas. Las aplicaciones cuyos dominios de definición representan en sí ciertos con- 
juntos de funciones llevan el nombre de funcionales. La función delta es precisa- 
mente uno de los más simples ejemplos de funcionales. Las funciones generalizadas 
mencionadas al principio de este punto, se llaman funcionales del tipo determinado 
(véase el p. 59.2). 

Según se vio, las propiedades de la función delta se determinan por las propieda- 


1 
des de las funciones 9,(x). Si tomamos e == ,n = 1,2, ... , se obtendrá una suce- 
n 


sión de funciones la cual, al igual que las sucesiones análogas a la mencionada en un 
sentido determinado, se llama sucesión en delta (la definición precisa de las suce- 
siones en delta se dará más abajo: véase el ejercicio 6 en el p. 59.3). Cualquier suce- 
sión en delta puede servir para definir la propiedad (59.9) de la función delta. Cabe 
notar que ya nos encontramos antes con las sucesiones en delta: a título de ejemplo 
de tal sucesión sirve la sucesión de los núcleos de Fejer $ a(n), n = 1,2, ... . Sin em- 
bargo, no fijamos nuestra atención en las sucesiones de esta índole, por cuanto ellas 
no fueron el objeto de estudio especial y desempeñaban un papel auxiliar, 
Pasemos ahora al estudio sistemático de las funciones generalizadas. Algunas de 
las funciones generalizadas han aparecido primeramente en las obras de P. Dirac y 
otros físicos en calidad de un método simbólico para describir ciertos fenómenos 
físicos. Con el fin de emplear estos conceptos a título de método de la investigación 
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teórica, tuvo que surgir la necesidad de crear la teoría de funciones ia 
que se ha hecho. La teoría de las funciones generalizadas es ahora un aparato ma rA 
mático muy útil. Con ayuda de esta teoría se ha logrado resolver toda e se 
problemas que no podían ser resueltos mediante los métodos antigous. n el prese 

te las funciones generalizadas se utilizan ampliamente tanto en las inverstigaciones 

i en las matemáticas puras. 

ade ulteriores de este párrafo expondremos los EO X la 
teoría general de las funciones generalizadas, elaborada por S. L. ev y 


L. Schwartz”. i 


59.2. ESPACIOS LINEALES CON CONVERGENCIA. 
FUNCIONALES. ESPACIOS CONJUGADOS 


Definición 1. Sea X cierto conjunto y supongamos que en la totalidad de Pen 
las sucesiones [x,) de sus elementos, X, € X, se ha distinguido una clase de su- 
cesiones, llamadas convergentes, y a toda sucesión convergente se le ha puesto en 
correspondencia un elemento x e X, llamado límite de dicha sucesión. 

Si en este caso se cumplen tres condiciones: o 

1) cada sucesión de elementos del conjunto X puede tener no más de un límite; 

2) toda sucesión del tipo (A, X, X, ... ,X, -». } es convergente y el elemento x es su 
límite; 

3) toda subsucesión de una sucesión convergente es tam 
el mismo límite que toda la sucesión, l l 

entonces el conjunto X se denomina espacio con A 

Las condiciones 1, 2 y 3 se llaman axiomas de Fréchet** . , 
Si x es el límite de la sucesión (x,), entonces, como siempre, se escribe 


bién convergente y tiene 


= lim e 

Definición 2. Un espacio lineal X se llama espacio lineal con convergencia, si es 
un espacio con convergencia, respecto de la cual las operaciones de sumación de los 
elementos del espacio y de su multiplicación por un número son continuas. i 

Esto significa que para cualesquiera sucesiones convergentes (x,) e [y,) de ele- 
mentos de X, que tienen por límites x e X e y eX , respectivamente, y cualesquiera 
números A y p la sucesión (Ax,, + HY p es también convergente y 

lm (Ax, + y) = ^x + py. 


n= œ 


Además, si (A,) es una sucesión numérica y lím A, = A, entonces lim A,x = Ax 


n — œ 


ara cualquier x € X. , PE ] ) 
K Como espacios lineas con convergencia pueden indicarse los espacios lineales 


normalizados; no obstante, existen espacios lineales con convergencia en los que no 


* S, L. Sóbolev (n. 1908), matemático soviético; Schwartz L. (n. 1915), matemático 


francés. , 
**) Fréchet M. R. (1878—1973), matemático francés. 
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puede introducirse una norma que engendra la convergencia dada de sucesiones. 

Definición 3. Las aplicaciones del espcio lineal X en el conjunto de números rea- 
les R (o en el conjunto de números complejos C) reciben el nombre de funcionales 
definidas en dicho espacio o funcionales sobre dicho espacio. El valor de la fun- 
cional f en el punto x del espacio lineal X se designa con (f, x), es decir, igual que el 
producto escalar de los elementos f y x en el espacio lineal X provisto de un produc- 
to escalar. 

Esta designación se justifica, en particular, por el hecho de que el producto esca- 
lar (y, x) es, cuando el elemento y es fijo, una funcional definida sobre el espacio 
mencionado X. 

Definición 4. Sea X un espacio lineal. La funcional f definida sobre este espacio, 
se llama lineal (con más precisión, lineal homogénea), si para cualesquiera elemen- 
tos x € X, y € X y cualesquiera números ^, uy se cumple la condición 


C, Ax + uy) = MÍ, x) + aC, y). 


Definición 5. La funcional f, definida sobre un espacio lineal X con convergen- 
cia, se denomina continua, si para toda sucesión convergente x, e X, lím x, = x, 
se cumple la condición AO 


Mm Gx = 065). 


Las funcionales, como cualesquiera funciones numéricas, pueden sumarse, mul- 
tiplicarse una por la otra, en particular, por un número. Por ejemplo, si f y g son las 
funcionales, entonces el valor de la funcional af + Pg (a y B son unos números) en 
el punto x € X se determina según la fórmula 


(af + Bg, x) = a(f, x) + BE, x). 


Lema 1. Las funcionales continuas lineales forman un espacio lineal. 
DEMOSTRACIÓN. Sean f y g las funciones lineales y sean œ y 8 unos números. 
Mostremos que qf + ßg es también una funcional lineal: 


(af + Bg, Ax + uy) = alf, Ax + uy) + B(8, Ne + uy) = 
el x) + 40 y + BAG, x) + ue, y) = 
MaC, x) + B, x)] + lalf, y) + Ble, y) = 
= Maf + Bg, x) + maf + Be), y), 


es decir, qf + Bg es una funcional lineal. 
Supongamos ahora que f y g son funcionales continuas. Probemos que en 
este caso qf + Bg es también una funcional continua. Sea lím x, = x. Entonces 


n — œ 


Mim (af + Bg,x,) = lím [o(f, x,) + Bl, x,)] = 
=a lim (f,x,) + 8 lim (8, x,) = af, x) + BE, x) = (af + Bg, x). 


De este modo, en un conjunto de funcionales continuas lineales están definidas 
de un modo natural las operaciones de su sumación y multiplicación por un núme- 
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ro. El cumplimiento, para dichas operaciones, de los axiomas del espacio lineal se 
comprueba sin dificultades algunas. C 

En un espacio lineal de funcionales continuas lineales del espacio X el concepto 
de convergencia de las sucesiones se determina de la manera siguiente. 

Definición 6. Una sucesión de funcionales f „n = 1,2, ... se denomina conver- 
gente hacia la funcional f, si la sucesión de los valores de las funcionales f,, conver- 
ge en todo punto x € X al valor de la funcional f en este punto, en otras palabras, 
si para cualquier elemento x e X la sucesión numérica [U X)} converge hacia el nú- 
mero (f, x). , 

De este modo, la afirmación lím f, = f es equivalente a la siguiente: 

n— œ 


lim (£,,x)= Ux) para todo x € X. 
n — œ 


Definida de este modo la convergencia de las funcionales, las operaciones de su 
sumación y multiplicación por un número son continuas (esto se deduce inmediata- 
mente de la linealidad de funcionales y de la propiedad de los limites de las suce- 
siones numéricas), y, por consiguiente, si introducimos el concepto de convergencia 
de las funcionales conforme a la definición 6, resultará lícita la siguiente afirmación 
que se enunciará en forma de un lema. 

Lema 2. Las funcionales continuas lineales, definidas sobre un espacio con con- 
vergencia, forman también un espacio lineal con convergencia. 

Definición 7. Un espacio lineal con convergencia cuyos elementos son las fun- 
cionales continuas lineales, definidas sobre el espacio X, se llama espacio conjugado 
de X. 

Sean X e Y los espacios lineales con convergencia, con la particularidad de que 
todo elemento del espacio X es un elemento del espacio Y y supongamos que cual- 


quier sucesión x, e X, n = 1, 2, ... , convergente en X hacia el elemento x, conver- 
ge hacia x también en el espacio Y. En este caso se escribirá 
XxX“ Y. 


Definición 8. Se dice que una funcional continua lineal f, definida sobre el espa- 
cio X > Y, es prolongable al espacio Y en una funcional continua lineal, si existe 
tal funcional continua lineal F, definida sobre el espacio Y, que (F, x) = (f, x) para 
todo x e X (es decir, F = f en Y). En este caso-la funcional F lleva el nombre de 
prolongación de la funcional f. 

Ejercicio 1. Sean X e Y los espacios lineales con convergencia. Demúestrese que si X + Y 
y el conjunto X es denso en el espacio Y (es decir, cada elemento del espacio Y es el límite en 
este espacio para la sucesión de elementos de X), entonces cualquier funcional continua lineal 


del espacio X, si se prolonga en una funcional continua lineal del espacio Y, es prolongable de 
un modo único. 


Igual que para las aplicaciones de cualesquiera espacios lineales, para los espacios 
con convergencia tiene sentido el concepto de aplicación lineal (operator lineal) de 
un espacio con convergencia en otro espacio de este mismo género (véase la defini- 
ción 17 en el p. 57.2). Introduzcamos, además, el concepto de aplicación continua 
de un espacio lineal con convergencia en otro espacio con convergencia. 


33—6429 
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Definición 9. Sean X, y X, dos espacios lineales con convergencia. La aplicación 
$ del espacio X, en X, (en este caso la aplicación se denomina también operador) se 
llama continua en el punto x} € X,, si, cualquiera que sea la sucesión x, € X}, 


n = 1, 2,..., convergente en el espacio X, hacia el punto x¿, la sucesión 
bx) EX pn = 1,2, ... , converge en X, al elemento P(x¿. 

En otras palabras, la aplicación $ es continua en el punto x side lim X, = ny 
proviene que lim. P(x,) = (xp). Son 


Lema 3. Si la aplicación lineal + del espacio lineal con convergencia X en el es- 
pacio lineal con convergencia X, es continua en el cero del espacio X, será continua 
en todo punto de X,. 


DEMOSTRACIÓN. Sea x € X y lím x, = x; entonces lim (x, — xp) = 0. Por 
n= œ n— œ 
cuanto la aplicación $ es continua en el cero, 
lim P(x, — xq) = 0. 


n — œ 
Ya que la aplicación $ es lineal, se tiene 
H(x, — xp) = P(x,) — Py) 
y, por consiguiente, 


lim [$(x,) — $(x)] = 0, dedonde lím P(x,) = (xo). 


De este modo, la aplicación $ es continua en todo punto x} € X,. O 

Definición 10. La aplicación $ de un espacio lineal con convergencia X, en otro 
espacio lineal con convergencia X, se denomina continua en X,, si es continua en 
todo punto del espacio X}. 

Para todo espacio lineal con convergencia X tienen sentido los conceptos de se- 


rie y Up 4 €EX,n=1,2,..., de serie convergente y de suma de ésta. Estos 
n=] 
conceptos se introducen por analogía con el caso de los espacios lineales normaliza- 
dos. Esto resulta posible, por cuanto en las definiciones correspondientes de las pro- 
piedades de una norma se emplea sólo aquella que atestigua que en todo espacio 
normalizado queda definido el concepto de sucesión convergente. 
Los ejemplos de aplicaciones lineales y continuas de los espacios con convergen- 
cia se darán en el p. 59.6 y en el 59.7. 


59.3. DEFINICIÓN DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS. 
ESPACIOS D Y D’ 


Definamos, ante todo, un espacio lineal de funciones D que será el concepto 
principal en nuestros razonamientos. Con este fin consideraremos las funciones que 
vienen dadas en el conjunto de todos los números reales R y que toman valores 
complejos. 

El espacio D, que nos interesa, se compone de las funciones finitas infinitamente 
derivables (véase en el p. 55.2 la definición de funciones finitas). Todas las fun- 
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y 


-q 0 a T 


Fig. 244 


ciones finitas, siendo definidas del modo natural las operaciones de su sumación y 
multiplicación por un número, forman un espacio lineal, y las funciones finitas infi- 
nitamente derivables forman un subespacio de dicho espacio. Introduzcamos en es- 
te subespacio el concepto de convergencia de las sucesiones. mo 

Definición 11. Una sucesión de las funciones finitas infinitamente derivables Pp 
n = 1, 2, ... , se llama convergente hacia la función finita infinitamente derivable 
És D existe un segmento [a, b], fuera del cual todas las funciones y,, n = 1, 
2, ... ,y y seanulan”. 

2) en dicho segmento la sucesión de funciones ¢ „n = 1,2, ... ,y las sucesiones 
de todas sus derivadas p, n = 1,2, ... , convergen uniformemente hacia la fun- 
ción p y a sus correspondientes derivadas ¿Ok =1,2,..., respectivamente. 

Una totalidad de las funciones finitas infinitamente derivables con la operación 
introducida de paso límite constituye un espacio lineal con convergencia. Esto se de- 
duce inmediatamente de las propiedades de los límites de funciones y de las pro- 
piedades de las sucesiones uniformemente convergentes. l 

Definición 12. Un espacio de funciones finitas infinitamente derivables con con- 
vergencia introducida lleva el nombre de espacio D de funciones principales. 

Evidentemente, si p e D, toda derivada de la función y pertenecerá también al 
part además que si [p,) converge hacia y en D, entonces on (9 de 
las derivadas de cualquier orden k = 1, 2, ... converge hacia p") en D. Esta pro- 
piedad proviene directamente de la definición de convergencia en el espacio D. 

Como ejemplo trivial de una función del espacio D sirve la función igual a cero 
en todo el eje y como ejemplo menos trivial, la función p,(%) (fig. 244). 

a? 
e” -x , si Ixl <a, 
p) = ( (59.13) 
0, si Ixl 2a. 


» El segmento [a, b] contiene los portadores de todas las funciones P, Pp» 1 = 1, 
Dista 


Ok 
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Ejercicios. 2. Demuéstrese que la función (59.13) es infinitamente derivable en todo el eje 


numérico (compárese con (37.25). 


3. Demuéstrese que con miras de lograr que para la función p e D exista una función 
+0 


y € D tal que sea y = y”, es necesario y suficiente que | p(t) dt = 0. 


— 00 


Definición 13. Toda funcional continua lineal f, definida sobre D, recibe el nombre 
de función generalizada. 

Definición 14. Una funcional f, definida en todo el eje real, se denomina local- 
mente integrable, si es absolutamente integrable en cualquier segmento finito. 

Si f es una función localmente integrable y y e D, el producto f, es absolutamen- 
te integrable en todo el eje. En efecto, sea supp y C [a, b] (véase en el p. 55.2 la de- 
finición del portador supp y de la función y); la función y es, obviamente, acotada: 
Ip)! < C, -œ <x < +00, por lo cual 


+00 b b 
| 146) po)! dx = | Ifo) dx < C | 1£G0)! dx. 


Definamos, para la función localmente integrable f, la funcional (f, p) sobre D 


mediante la igualdad 
+0 


C= | Sowa) dx. (59.14) 


Esta funcional es lineal y continua. Su linealidad es obvia; demostremos su conti- 
nuidad. Sea. m P, = e en D. En este caso existe un segmento [a, b] tal que para 


todon = 1,2, ... , tienen lugar las inclusiones supp p,, C [a, b] y supp y C la, b]; 
por eso 


ICA- 06)! < | Olew) — etc! dx = 
b NN b 
= | f)lot) — ey (x)1 dx < supp le) — ent)! f IO) de — 0 


paran — o. De este modo, a toda función localmente integrable f(x) le correspon- 
de una función generalizada (f, fp)”; en este sentido toda función localmente in- 
tegrable puede considerarse como una función generalizada. 

Una función constante, es decir, tal función generalizada f que (f, p) 


+0 ? 
=C f ẹ (x) dx, c es una constante, y € D (en particular, la función nula), se ge- 


nera por una función localmente integrable f(x) = c, -œ < x < +00, 


i e 7 este caso suele decirse también que la función generalizada (f, p) se genera por la 
unción f. 
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Recordemos que por funcional lineal se entiende siempre una funcional lineal homogé- 
nea. Por esta razón, la funcional f, que es igual a una misma constante c, en todos los elemen- 
tos de cierto espacio lineal X, aunque es una función lineal, no es, sin embargo, homogénea: si 
xEX, y €X, Ay y son unos números, entonces para la funcional mencionada tendremos 
fx) =f(1) =f0x + uy) =c. Si fuera lineal homogénea, debería verificarse 


fOx + uy) = NO) + uf) = A + p). Por cuanto para A+upx+l se tiene 
fOx + py) + MŒ) + fO), entonces la funcional f no es linealmente homogénea. Por 
consiguiente, una funcional, igual a una constante, no pertenece a la clase de funcionales que 


se considera. 

Ejercicio 4. Demuéstrese que dos funciones continuas en un eje numérico son distintas 
cuando, y sólo cuando, son distintas las funciones generalizadas engendradas por las prime- 
ras. j 


A veces, las funciones generalizadas se designan mediante el simbolo f(x). Esta 
designación es simbólica pura; no significa ni mucho menos el valor de la función 
generalizada en el punto x € R, sino sólo refleja el hecho de que las funciones gene- 
ralizadas son, en el sentido señalado más arriba, una generalización de las funciones 
(localmente integrables) ordinarias; no se presupone ningún valor de la función ge- 
neralizada en el punto x. 

Para denotar el valor de la función generalizada f en el punto e = ep(x) del es- 
pacio D, a la par con la notación (f, p) se usa también la inscripción 


+00 


| Jowa) ax. (59.15) 


— 00 


De este modo, por definición, 


+00 


| SEDE) dx = U 9). 


— 0 


Esta igualdad constituye la definición del símbolo (59.15), el cual se lee formalmen- 
te como “integral del producto de f por p”. Dicha notación refleja el hecho de que 
las funciones generalizadas son una generalización de las funcionales (59,14), donde 


f es una función localmente integrable. pa 


x 
Ejercicio 5. Demuéstrese que la funcional v.p. | Pen) dx, p € D, es una función gene- 
A x 


— 00 


1 
ralizada (+ denota habitualmente 2— ) 
x 


A título de otro ejemplo de una función generalizada consideraremos una fun- 
cional designada por ô = ô(x) y llamada función delta (véase 59.1). 
Definición 15. Una funcional definida por la fórmula 
(ô, p) = (0), pED, 
se denomina función delta. 


La linealidad y continuidad de dicha funcional se comprueban fácilmente. No 
puede ser representada en la forma (59.14), cualquiera que sea la función localmen- 
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te integrable f. Efectivamente, si se encontrara una función localmente integrable f 


tal que 
+ 00 


(8,p)= | fode(x)dx, peD, 


— œ 


entonces para esta función f y para la función p, dada mediante la fórmula (59.13), 


tendríamos 
+œ 


| fol) dx = (0) =- . (59.16) 


— 0 


Mas, por ser la función f absolutamente integrable, 


a 


lim f Ifœ)l dx = 0 


a— 0 
-a 
(¿por qué?). E a? 1 
Luego, al observar quee “”* < — ,-—a <S x < a, obtenemos 
e 
+œ 


a a? a 
| | Pee ax = | | foe A qx] < 5 1£(x)1 ax, 
e 


— o a 


razón por la cual el primer miembro de la igualdad (59.16) tiende a cero cuando 
a — 0. mientras que el segundo miembro no tiende a cero. La contradicción obteni- 
da demuestra precisamente nuestra afirmación. De este modo, la reserva de fun- 
ciones generalizadas en el sentido indicado es mayor que el de funciones ordinarias. 

Definición 16. Una funcional que a toda función p € D le pone en correspon- 
dencia un número (xo), donde xy es fijo, también se llama función delta y se denota 
mediante S(x — x). 

Recurriendo a la notación (59.15), podemos escribir 


+00 


| ô& — xop be) dx = p(xp), pED. 


— 00 


Definición 17. Una totalidad de funciones generalizadas, al igual que toda totali- 
dad de funcionales, definidas sobre un espacio lineal con convergencia (véase el 
p. 59.2), forma un espacio lineal con convergencia conjugado de D. Se llama espa- 
cio de funciones generalizadas y se denota con D’. 

Así pues, la convergencia de una sucesión de funciones generalizadas y n= 1, 
2, ... , hacia la función generalizada f significa que 


Mm mo) = Ue) 


para cualquier función y e D. 
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Fig. 245 


Problema 40. Sea f eD”,n = 1, 2, ... , y supongamos que para cualquier función 
e € D existe un límite de la sucesión numérica (Cas 4). Pongamos F(p) = „m. Ca» 6). De- 


muéstrese que F(p) es una función generalizada. 
En el p. 59.1 se han considerado las funciones $,(x) que son, con evidencia, lo- 


calmente integrables. Hemos visto que poseen la propiedad de que para cualquier 
función continua en todo el eje y, y por lo tanto, para cualquier función y € D se 


tiene 
+00 


lim (pp) = lim | ô) dx = #0) = (, p). 
e- +0 e- 


— 00 


Desde el punto de vista de las funciones generalizadas esto significa que en D”. 
lim ô, = ô », 
e- +0 
De este modo, la función delta en el espacio D’ es un límite de una sucesión de 
funciones generalizadas engendradas por las funciones localmente integrables. 


Ejercicios. 6. Supongamos que la sucesión de funciones absolutamente integrables Six), 
n = 1, 2, ... , es tal que l 

a) cualquiera que sea el número M > 0, para lal < M, Ibl < M, las magnitudes 
b 


[4,00 dx 


a 


A = PE E 


están acotadas por una constante que no depende de a, b, n (sólo depende de M); 
b) cualesquiera que sean a y b fijos y distintos de cero, 


b 
O para a<b<0y0<a<b, 
lím dx = 
san, (re f para a < 0 <b. 
a 


Las sucesiones de este género se denominan sucesiones en delta (fig. 245). 


* Al igual que en el caso de las funciones ordinarias, el simbolo e — +0 significa que la 
relación límite mencionada tiene lugar para cualquier sucesión €, > 0,n=1,2,..., que 
tiende a cero. 


520 $ 59. Funciones generalizadas 


Demuéstrese que para cualquier función continua y y cualquier sucesión en delta f (x), 


A SA 2e 
+0 


lim | / Oe) dx = p0; 


en otras palabras, lim (Y,, p) = (ô, e) 
n — œ 


2 


7. Sea fœ) = 


lim 4,6) = 360). 


1 
Vat 


8. Demuéstrese que en el espacio D’ existe el límite lim 
yJ=0 xiy 


1 
se denota con 
xx*i0 


y que son válidas las fórmulas 


1 1 
—= Fix) + SP. 
xxi0 xX 
(estas fórmulas llevan el nombre de Sojotski *”). 

Problema 41. Demuéstrese que toda función generalizada singular es el límite de fun- 


ciones regulares (en este sentido un espacio de las funciones generalizadas es el ““complemen- 
to”” del espacio de funciones ordinarias). 


Como ya hemos visto, el concepto de función generalizada no se reduce al de 
función de un punto, por lo cual, en general, no hay sentido en hablar del valor de 
una función generalizada en el punto dado, en particular, de la reducción de esta 
función a cero en dicho punto. Sin embargo, se puede introducir un concepto na- 
tural de reducción a cero de una función generalizada en un intervalo. 

Definición 18. Diremos que una función generalizadad f se reduce a cero en el 
intervalo (a, b), si (f, e) = O para cualquier p e D, que dispone de un portador 
contenido dentro del intervalo (a, b). 

Ejercicio 9. Demuéstrese que con el fin de lograr que una función continua se re- 
duzca a cero en todo punto de un intervalo, es necesario y suficiente que se reduzca 
a cero en dicho intervalo como una función generalizada. 


Definición 19. Las funciones generalizadas f y g se llaman iguales en el intervalo 
(a, b), sif — g = Oen (a, b). 


59.4. DERIVACIÓN DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS 


Determinemos ahora la derivada de una función generalizada. Aclaremos, ante 
todo, qué representa en sí la derivada de una función ordinaria f, continuamente de- 
rivable en todo el eje numérico,cuando dicha derivada se considera como la fun- 
cional (f”, p) en D. Esto tiene sentido, por cuanto la derivada f’, siendo continua 
en todo el eje numérico, es una función localmente integrable. 

Integrando por partes, por ser finita la función y e D, obtendremos 


* Yu. V. Sojotski (1842—1929), matemático ruso. 


e '. Demuéstrese que en el espacio D’ se verifica la igualdad 
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+0 +œ 
U= | Fodeb)da=- | fade d= -eh 6%1D 


donde, como se sabe, p” € D. De este modo, la derivada f” es una funcional sobre 
D cuyos valores se expresan en términos de los valores de la función f, considerada 
como una funcional, por medio de la fórmula (59.17). Esto hace natural la siguiente 
definición. l 

Definición 20. Se llama derivada de la función generalizada f una funcional 
sobre D, denotada con f’ y determianda por la igualdad 


(FA = -U0 e) pED. (59.18) 


En otras palabras, el valor de la funcional f” en cualquier punto p del espacio D 
es igual al valor de la funcional f en el punto p” € D tomada con el signo opuesto. 
Así pues, cualquier función generalizada tiene una derivada. De aquí proviene 
que toda función localmente derivable también tiene derivada en el sentido de la de- 


nición 20. 
i De la fórmula (59.17) se deduce que la derivada en el sentido habitual de una fun- 


ción continuamente derivable en todo el eje numérico, considerada como funcional 
sobre D, coincide con la derivada de dicha función en el sentido de las funciones ge- 
neralizadas. i , 

La operación de cálculo de la derivada de una función generalizada la laman, 
por analogía con el caso de las funciones ordinarias, derivación. l 

Lema 4. La funcional f’ es lineal continua y, por lo tanto, constituye una fun- 
ción generalizada. NS 

DEMOSTRACIÓN. Comprobemos la linealidad: 


Ue + av) = UL, Qe + ud) = — (Mol + ud) = 
= -Mf E) ML) = Mp) + uY), peD, YeD. 
Para comprobar la continuidad de la funcional f, recordemos que si pE D, 
p¿ED,k = 1,2, ...,y lim p, = pen D, entonces, en virtud de la definición de 
, , , , k E 
convergencia en el espacio D, también Aa p; = e” en D; por ello, si p, — p en 
D, entonces lim (f”, py) = - lim Y, ej) = -0 e) = 0, e). 


De este modo, si f e D’, entonces f’ existe siempre y f’ € D’. O 
Las derivadas de órdenes superiores de una función generalizada se determinan 
sucesivamente, al igual que en el caso de las funciones ordinarias: 


Fai UY 


en general 


fO =Y k=1,2,...,$0=f. 


Por inducción se comprueba con facilidad que 
YO, p) = (DU, e), peD, k=0,1,... 
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Conforme a esta definición, las funciones generalizadas tienen derivadas de 
. , . . . . 
cualesquiera Órdenes O, como se dice a veces, son infinitamente derivables. 


Ejemplos. 1. Sea 
l, si x20, 
0x) = f 
0, si x<0. 


La función 0(x) lleva el nombre de Heaviside (véase (59.10)) o de función uni- 
dad. Es localmente integrable y por esta razón puede considerarse como una fun- 
ción generalizada. Hallemos su derivada. De acuerdo con la definición (59.18), 


(0,p)=-0,e)=- | Wear =- | e (ar = 
3 
= (0) = (ô, p), pED, 


es decir, 0” = ô (compárese con el p. 59.1). 
2. Calculemos, a título de otro ejemplo, las derivadas de la función delta 


(56%, p) = (- 146, g) = (- IAPW). 


Ejercicios. 10. Sean f y g las funciones generalizadas y sean à y u unos números. De- 
` muéstrese que 

(Af + 8) =N + ug”. 
11. Demuéstrese que £ + A) 0e = ô). 


0(—) sen wx 
12. Demuéstrese que [ — + «? pi = 60. 
de ] Ww 
E 
— para |x| < 3 ; 
13. Si ô (x) = e entonces en el espacio de las funciones generaliza- 
f 0 para Ixl >~; 


2 E 
cas (+$) -a(-$) 
2 2 
. 


Jim, 3,00 =80) y 309= 


F 04) parax < xo, 
14, Sea f(x) = donde las funciones f (x) y J œ) son continuamente 
a) para x > xy 

derivables y existen los límites f” (x, + 0). Hállese la derivada f” (x) en el espacio D 

15. Sea f(x) una función continuamente derivable en todo el eje numérico. Hállese la de- 
rivada (9f)” en el espacio D’. 1 

16. Demuéstrese que en el espacio D’ es válida la fórmula 2— = (ln Ixl)’ (véase el ejer- 
cicio 5). x 

17. Demuéstrese que en el espacio D’ se verifica la igualdad 

+00 


1 
y cos nx = DS y ó(x — 2kr). 
n=1 k 
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Indicación: hágase uso de la fórmula (véase el ejemplo 3 en el p. 55.4) 
00 
a A 0<x<2r. 
n 2 
n=1 
Lema 5. Sea f, eD',feD'y 

lim f, =f (59.19) 
n=- œ 


en este caso también 
lim =f, (59.20) 
n — œ 
es decir, para toda sucesión de funciones generalizadas convergente en D’ la deriva- 
da de la función límite es igual al límite de la sucesión de las derivadas. 
DEMOSTRACIÓN. Para cualquier función pe D | 


Ue) E Un» p) = 10, g’) -= Cw 10) Ea Oparan — œ, 


pues ¢' e D. U , a 
Pueden considerarse también las series de las funciones generalizadas 
È Up (59.21) 
n=1 
donde u,eD”,n = 1,2, ... . La suma 
Sa = uk 


se'llama suma parcial de n-ésimo orden (n = 1,2, ... ) de la serie (59.21). La serie 
(59.21) se llama convergente, si en D’ existe el límite 


lim s, =S. 


n — œ 


La función generalizada s lleva el nombre de suma de la serie (59.21); se escribe en 
este caso . 


s= y u > 


o 
n=1 


Lema 6. Una serie convergente de las funciones generalizadas puede derivarse 
término por término tantas veces como se quiera: 


= y 40, k =1,2, ..... 


n=1 


Esto se deduce del lema 5. 
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59.5. ESPACIO DE LAS FUNCIONES PRINCIPALES S Y ESPACIO 
DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS S’. 


Designemos con S el conjunto de todas las funciones de valores complejos infini- 
tamente derivables en todo el eje numérico, las cuales, al igual que todas las deriva- 


] i ; ; 1 
das suyas, tienden a cero, para x — œ, más rápido que cualquier potencia de— . En 
x 
otras palabras, el conjunto S se compone de aquellas, y sólo aquellas, funciones in- 
finitamente derivables y, para las cuales se cumple la condición 
lim xy) = 0, (59.22) 
XxX — œ 
cualesquiera que sean n y m enteros y no negativos. La condición de pertenencia de 
la función ọ al conjunto S puede formularse de una manera algo diferente: una fun- 
ción infinitamente derivable y pertenece a S cuando, y sólo cuando, para cuales- 
quiera n y m enteros y no negativos se tiene 
sup ILAI = Cp pm <o, (59.23) 
—o<x< +00 è 
En efecto, si esto es así, entonces, al sustituir en (59.23) n por n + 1, obtendremos 
het iomo < Cn+ 1,5 POr lo cual 
c 
| AM! < i i m 
x 


de donde proviene (59.22). Viceversa, de (59.22) y del hecho de que x” g(x) es aco- 
tada en cualquier segmento, se deduce (59.23). 


Es evidente que el conjunto S es un espacio lineal. En tal caso si e E S, entonces 


cualquier derivada de la función p también pertenece al espacio S. 

Definición 21. Una sucesión de Sunciones px) e S,k = 1,2, ... ,se llama con- 
vergente en S hacia la función p(x) € S, si para cualesquiera n y m enteros y no nega- 
tivos toda sucesión x"), k =1, 2, ... , converge uniformemente en todo el eje 
hacia la función x"). 

Es evidente que m, Yx = pen S cuando, y sólo cuando, para cualesquiera n y 


m enteros y no negativos se verifica 


lím sup Lom) - ¿Mani = 0. (59.24) 
k— œ -o<x<+o 

Ha de notarse que si Pk — e en S, entonces para las derivadas de cualquier or- 
den pf” — ¿(Men S,m = 1,2, ... . El espacio lineal S con la operación introduci- 
da de paso límite será un espacio lineal con convergencia. 

Evidentemente, D += S, en particular, la sucesión de funciones P¿ED,k = 1, 
2, ... , convergente en D hacia la función ES converge a la función y también en S. 
Además, D + S, pues ere S, pero e” * ¢ D. 


Problema 42. Demuéstrese que el espacio D es denso en S, es decir, cualquier función 
€ ES es un límite en S para cierta sucesión de funciones € ED,k =1,2,.... 


Definición 22. Una funcional continua lineal, definida sobre el espacio S, se de- 
nomina función generalizada de crecimiento lento. Un conjunto de todas las fun- 
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cionales de esta índole se llama espacio de funciones generalizadas de crecimiento 
e denota por $’. l À 
i Madoa e S”, considerada sólo en el conjunto D, es una Pei gene- 
ralizada, por consiguiente, un elemento del conjunto S’ puede ser HA o 
mo prolongación de cierta funcional continua lineal desde el po a ra 
el p. 59.2). Por ejemplo, la funcional ó, definida en el p. 59.3 sobre e E ea 
diante la fórmula (5, p) = (0), e € D, puede ser prolongada con ayuda de la 


a al espacio S. , 
üt SA atar que no toda función generalizada de D’ puede ser prolonga da 


a S y en este sentido podemos decir que S’ constituye una parte esctricta de D’. 
Ejercicio 18. Demuéstrese que una función generalizada, engendrada por la función lo- 
calmente integrable e”, no puede ser prolongada al elemento del espacio S 


Toda función localmente integrable f(x), para la cual en cierto entorno de œ se 
verifica la estimación 


If0) 1 < Alxl* (59.25) 


ti ) articular, cualquier polinomio en- 
A y k son unas constantes no negativas) *, en p , 

pe una funcional del espacio D prolongable a la funcional continua lineal sobre 
S. Ésta se determina según la fórmula 


+0 


C= | SoJelxddax, pes. (59.26) 
/ 


Efectivamente, de las condiciones (59.22) y (59.25) proviene que f(x)p (x) — 0, para 


1 ; 
x — oo, más rápido que cualquier potencia de— , y por lo tanto, la integral (59.26) 
x 


existe. i l 
Demos a conocer, además, que toda función f(x), absolutamente integrable en 


todo el eje numérico, genera también, según la fórmula (59.26), una funcional con- 
tinua lineal sobre S. En efecto, por cuanto toda función ES está acotada, la exis- 
tencia de la integral (59.26) en este caso se infiere de la desigualdad 


| ældes sup lew | IOI d. 


Ejercicios. 19. Demuéstrese que la funcional (59.26) es lineal y continua sobre el espacio S 
(tanto en el caso en que la función f es de crecimiento lento en él infinito, como cuando sea 
absolutamente integrable en todo el eje numérico). 


20. Demuéstrese que la función generalizada e D’ (véase el ejercicio 8) es prolon- 


x+ 0 
gable al elemento de espacio S . 


» Tales funciones se llaman funciones de crecimiento lento, de donde proviene el término 
te ` 9 
“funciones generalizadas de crecimiento lento 
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El conjunto S “ forma un espacio lineal con convergencia, conjugado de S (véase 
el p. 59.2). 

Por cuanto para cualquier función y € S tendremos y” € S, entonces para las 
funciones generalizadas del espacio S’, al igual que para las funciones generalizadas 
de D’, puede hallarse la derivada f’ según la fórmula 


Ue =-—U wo) ves. 


De este modo, para cualquier función generalizada f e S’ la derivada f’ siempre 
existe y f” € S”. Además, las derivadas de la función generalizada f en el elemento 
e E D, consideradas como derivadas en los espacios D’ y S’, respectivamente, coin- 
ciden. Igual que en el caso del espacio D’, en el espacio S’ la derivada del límite 
siempre existe y es igual al límite de las derivadas. 


59.6. TRANSFORMACIÓN DE FOURIER EN EL ESPACIO S 


Toda función y e S es absolutamente integrable. Más aún, si p € S, entonces, 
cualquiera que sea k = 1, 2, ... , la función x%p(x) es también absolutamente in- 
tegrable en todo el eje numérico. En efecto, por cuanto para la función y e S se 
cumple la condición (59.23), se tiene 


hřp o)l < Chno 
lao) = ktl < Ck+20 


y, por esta razón, 


lol < weta, (59.27) 


En el segundo miembro de esta desigualdad figura una función absolutamente in- 
tegrable en todo el eje numérico, por consiguiente, de acuerdo con el criterio de 
comparación para las integrales impropias, la función x*p(x) es también absoluta- 
mente integrable para todo k = 0, 1,2, ... . De aquí se desprende que para las fun- 
ciones y € S existe la transformación clásica de Fourier 


$= Fel = =— | ele "Y dx, pes (59.28) 


como también la transformación de Fourier inversa 


+00 


Fuel = ~ | ee dy, pes. 


— OD 


El carácter clásico de la transformación de Fourier se entiende aquí en el sentido 
de que las integrales escritas son ordinarias y absolutamente convergentes, y no son 
integrales en el sentido del valor principal (véase el p. 56.3). Sobre S son válidas las 
fórmulas de inversión para la transformación directa e inversa de Fourier (véase el 
p. 56.5): 
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FIF i= +, FIF = p, ves. (59.29) 
Observemos que, por ejemplo, la segunda de estas fórmulas en la forma integral 


tiene por expresión re 


16 = ES A | = XxX). 
F- ie] = -a7 | pUe? dy = p(x) 
Teorema 1. La transformación de Fourier y la transformación de Fourier inversa 
aplican el espacio S sobre sí de manera biunivoca, lineal y continua. 
DEMOSTRACIÓN. Señalemos que si y € S, entonces también p € S. 
Ante todo, de lo que para toda función p € S la función x%p(x) con k = 0, 1, 
2, ... es, según se ha probado anteriormente, absolutamente integrable en todo el 
eje numérico, proviene, de acuerdo con el teorema 4 del p. 56.10, que la transfor- 
mación de Fourier P = Fl[p] de la función y existe y represneta en si una función 
infinitamente derivable. | 
Estimemos ahora la función 1y"¿%”(y)1, donde n y m son los números enteros 
no negativos. Aplicando las fórmulas para la derivada de la transformación de 
Fourier (véase el p. 56.10) y para la transformación de Fourier de la derivada (véase 


el p. 56.8), obtendremos 
Irom) = Fe = 1y"Fle”"e]l = 


1 B 
orni (n TE ARO xm (n) PY dx| < 
1 
pr M1 dx. 
<s z| Qe) 


— 00 


Observemos que la expresión [x”p (0)]% representa, en virtud de las reglas de 
derivación, una combinación lineal de las expresiones del tipo Pex), donde p y q 
son enteros no negativos y, de acuerdo con lo notado anteriormente, y% € S. Por 
ello (véase (59.27)), las funciones (1 + x? o0 están acotadas en todo el eje numé- 
rico, por lo cual está acotada también la función (1 + x Le"p(x)1”, es decir, 

sup (+l < +0. 
—m<x< +0 


Ahora, dividamos y multipliquemos la expresión subintegral obtenida por 1 + xX, 


+00 


dx 
entonces, teniendo presente que | e = q~, llegamos a que 


— 00 
+œ 


A 1 a dxs _ 
ES zz SUP a + DI), n] a 


—00 


= de sup (1 + BIOMEYMI. (59.30) 
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Ya que a la derecha figura una magnitud finita, entonces $ ES. 

Así pues, la transformación de Fourier aplica S en S y esta aplicación es 
biunivoca (véase el lema 3 en el p. 56.5). 

Análogamente se demuestra también que la transformación de Fourier inversa 
F-! aplica Sen Sy, además, biunívocamente. Es fácil convencerse de que estas apli- 
caciones se realizan en realidad sobre el espacio S, es decir, son las biyecciones. Esto 
se deduce directamente de las fórmulas de reciprocidad (59.29) para las transforma- 
ciones directa e inversa de Fourier *. 

Efectivamente, probemos que F(S) coincide con todo el espacio S. Sea y e S y 
pongamos y = F”![y]. 

En este caso 


Fig] = FIF“ y] = y. 
De un modo semejante se demuestra también que 
FS) = S. 


La linealidad de la transformación de Fourier se ha demostrado antes (véase el lema 
2 en el p. 56.5). 
Demostremos ahora la continuidad de la aplicación F. 


Probemos al principio su continuidad en el cero. Sea lim p, = O en S. Enton- 
ces, de (59.30) se deduce que k— œ 


CES spa ENERO, k=1,2 .... 


Pero de (59.24) (para p(x) = 0) tenemos 


Jim sup (1 +x?) 1(0”e0)M1 = 0; 


por lo cual 


lim sup PM)! = 0, es decir, im Pr = Oen S. 
=% y — œ 


Por cuanto la transformación de Fourier es una aplicación lineal del espacio li- 
neal $ en sí mismo, continua en el cero, será continua también en todos los puntos 
de este espacio (véase el lema 3 en el p 59.2). 

De este modo, la transformación de Fourier F aplica continuamente S sobre S. 


Del modo enteramente análogo se demuestra la continuidad de la transforma- 
ción de Fourier inversa F7!. O 


» Observemos en adición que de lo que F(S) = F~! (S) = S se deduce que en las fórmu- 
las (59.29) todas las integrales existen en el sentido habitual, y no sólo en el sentido del valor 
principal (compárese con el p. 56.5) 
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59.7. TRANSFORMACIÓN DE -FOURIER 
DE LAS FUNCIONES GENERALIZADAS 


Demostremos previamente una igualdad integral. Supongamos que la función f 
es continua y absolutamente integrable en todo el eje numérico y sea p € S, entonces 


Y eco ax [107 dy = | sondy | ee- dx. (59.31) 


Esto se deduce del teorema 7 del p. 54.3. En efecto, la integral reiterada en el primer 
miembro existe, pues existe la integral 


+00 +œ +0 


eb) | $07" dy| dx < | Tlax | VO) dy. 


- — œ 
— oœ o 


+00 


j 


— 00 


Si [a, b] es un segmento arbitrario, la función f, siendo continua, está acotada en 
[a, b] : 1f(c)1 < M; por esta razón 


Ioe < Mlo), a< y sb. 


+œ 
De aquí, por ser convergente la integral f l(y)!| dx, proviene la convergencia 
+00 — 0 


uniforme de la integral fO) f (xe 7”? dx en el segmento [a, b). 


— %0 


Luego, lœ < Cp -2 <x< +% (véase (59.23)); por eso 
? +œ 
PETITE Coo IG») 1, y, como la integral f 1£G(”)1 dy converge, la in- 
tegral „ Je 
+0 


e) | foe- dy 


— 0 


converge uniformemente en todo el eje. 
Por fin, la integral 


+0 +œ +o +00 
[ax | ipfo? dy= | lolde | SO) 


es finita, razón por la cual en el caso que se considera están cumplidas todas las con- 
diciones del teorema 7 (p. 54.3) y, por ende, puede permutarse el orden de integra- 


- ción. La igualdad (59.31) queda demostrada. 


Si la función F[/] engendra cierta funcional sobre S (por ejemplo, satisface la 
condición (59.25) o es absolutamente integrable en todo el eje numérico), entonces, 
al multiplicar la igualdad (59.31) por 1/42", obtendremos 


(FU, e) = Y, Fie), (59.32) 


pes. 


34 —6429 


530 $ 59. Funciones generalizadas 


Esta fórmula la tomaremos como definición de la transformación de Fousiet de 
funciones generalizadas pertenecientes al espacio S” l 

Definición 23. Se llama transformación de Fourier de una función generalizada 
fes’ una funcional F|f) definida por la fórmula (59.32). 

Así pues, para cualquier función generalizada f de S” está definida su transfor- 
mación de Fourier F[/]: el valor de la funcional F [f] en todo punto y del espacio S es 
igual al valor de la funcional f en el punto F[p] e S. 

Como ejemplo, hallemos la transformación de Fourier de la unidad, considerán- 


dola como una función generalizada. Evidentemente, 1 e S^. Tenemos 
+0 +0 


a A 1 ; 
= = A — IXy = 
G, e) = (1,6) E Ez f (e7? dx 
1 + 00 +œ l 
= eg (t—x) = 
v2r F | dy | gae? dl 


= VZ eD) = VE 6, o 


(aquí hemos aprovechado el lema 1 del p. 56.5). De este modo, 1 = v2x6. 

Observemos que la transformación de Fourier F[p] de la función y € D, no per- 
tenece, en el caso general, al espacio D, por cuanto F[p] no es siempre una función fi- 
nita. Por eso la fórmula (59.32) tiene sentido no para todas las f e D’. Precisamente 
debido a esta circunstancia, al considerar la transformación de Fourier de las fun- 
ciones generalizadas, tuvimos que hacer más estrecha la clase de funciones generali- 
zadas introducidas anteriormente, limitándonos sólo a las funciones generalizadas 
de crecimiento lento. 

La transformación de Fourier F'[f] de una función generalizada f se designará 
por el símbolo $ o el símbolo 


l — ix 
Var E Y dx. 


De este modo, la igualdad 
+00 


1 
Y dy — 
ar | Jœ dx = FA (59.33) 


es, cuando f es una función generalizada, la definición del símbolo que figura en el 
primer miembro de esta igualdad. 

Al definir la transformación de Fourier para todas las funciones generalizadas 
de S’, hemos definido también, en particular, la transformación de Fourier para las 
funciones ordinarias f que satisfacen la condición (59.25), es decir, para las fun- 
ciones de una clase mucho más amplia en comparación con lo hecho anteriormente 
(véase el p. 56.5 y 58.7*). Esto constituye una ciercunstancia más que justifica la 
conveniencia de introducción del concepto de funciones generalizadas. 
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Mostremos que la transformación de Fourier de las funciones generalizadas po- 
see toda una serie de propiedades análogas a las de la transformación de Fourier clá- 
sica, es decir, de la transformación de Fourier de las funciones absolutamente in- 


tegrables. l l l 
Lema 7. La transformación de Fourier F[f] de una función generalizada f € S 


es también una función generalizada de la clase S -es decir, F [f] es una funcional 
continua y lineal sobre el espacio S. 

DEMOSTRACIÓN. Comprobemos la linealidad de la transformación de Fourier, es 
decir, probemos que, cualquiera que sea la función generalizada f e S”, para cuales- 
quiera funciones p € S, y € S y cualesquiera números A y y se verifica la igualdad 


(ELA, Me + uy) = MEL, e) + (FU, y). 
En efecto, 
(FLA, Ap + uy) = C, Flde + uy) = 
= (f, Mile] + FIY) = AÇ, Fle) + 10 FIY) = 
= MEU], e) + EU], y). 
Comprobemos la continuidad de la transformación de Fourier. Sea fes’, 


peS,p,ES,n=1,2,..., lím p, = e, y por lo tanto (véase el teorema 1 del 
p. 59.6), Hen 


lim Flp,] = Fig). 


Entonces, por ser la funcional f continua en S, obtenemos 
lim (FU] 2, = lim Y, Flo, = C, Fle) = FU], p). 


Hemos probado, pues que si f € S”, entonces también F[f] eS”. U E 
Del modo natural se define también la transformación de Fourier inversa F” *[f] 
del elemento f e S’, como una funcional del espacio S”, definida por la fórmula 


(F-'If e) = C, F tiel, pes. 


Si f es una función absolutamente integrable, dicha igualdad se verifica para esta 
función en el sentido corriente. Esto se comprueba igual que en el caso de la fórmu- 
la (59.31). Por definición, se presupone también que (compárese con (59.33)) 

+0 


1 A 
dx = FM. (59.34) 
Ara | Joe? UN 


Lo mismo que en el caso de una transformación de Fourier directa F, se muestra 
que si f e S”, entonces también F~ ![f] e S”. a 

Teorema 2. La transformación de Fourier F y la transformación de Fourier in- 
versa F7! aplican lineal, biuntvoca y continuamente el espacio S’ sobre sí mismo; 
además, para cualquier elemento f e S’ se verifican las igualdades 


FFU] = FIFA = S. (59.35) 


34* 
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DEMOSTRACIÓN. Demostremos primero las fórmulas (59.35). Para cualquier ele- 
mento y € S se tiene 


(FIELD, e) = (FL, F~ 'ie = C, FIF Ie) = C, p). 
Por analogía, 
(FIF 'UT, e) = (F7 'U], Fle) = C, F~ Fl) = C, o). 

Mostremos ahora que la transformación de Fourier F aplica el espacio S’ sobre 
todo el espacio S’: F(S”) = S’. Sea g eS’, entonces si f = F”![g], se tiene 
FI] > FIF7 1[g]] = g, es decir, realizándose la transformación de Fourier F, en 
cualquier elemento de S’ se aplica cierto elemento de S’. 

Mostremos que F es biunivoca. Si f, eS”, fae S° y F[f,] = F[f,], entonces 
también F”*[F[f,1] = F7 U1F[f,]], de donde, en virtud de (59.35), se tiene f, = f> 

Señalemos que la aplicación Fes lineal, es decir, que para cualesquiera funciones 
generalizadas fe S’, g € S’ y cualesquiera números A y y se verifica la igualdad 

FIN + ug] = AFU] + pFlg]. 


Con el fin de convencernos de la validez de esta igualdad, comprobémosla para cual- 
quier elemento y € S, siempre que sea éste fijo. 


(F + nel, e) = O + ue, Fie) = MI, Fip) + ue, Fie) = 


= MFU], e) + u(Flel, p) = AFU] + „Fiel, p). 


Por fin, demostremos que F es una aplicación continua. En efecto, sea fe S”, 
F, € S an= 1, 2, ... , lím f, = f, y, por consiguiente, para cualquier y € S se veri- 
fica la igualdad lím (f,, e) = (Y, p). En tal caso 
ñ — œ 


im (Flf,1, 0) = ¿ud CF ie) = Y Fie) = FLU], p). 
Análogamente se demuestra que también F~! aplica continua y biunivocamente 


S’ sobre $^. O 
Ejemplos. Hallemos F [6] = $. Tenemos 


1 
v2r 


(È, p) = (5, 6) = P(0) = 


£ 


1 
por lo cual F[ô] = am: y por lo tanto, F7*[1] = V2x6 (observemos que la trans- 


formación de Fourier inversa clásica F7*[1], al igual que la transformación directa 
F(1], no existen). Con ayuda de las integrales (59.33) y (59.34) estas fórmulas 
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pueden escribirse en la forma 
+o +0 
; 1 , 
ôe dx= 1, — l e”? dx = 50). 
, 2r 
De modo igual se halla también la transformación de Fourier inversa de la fun- 


ción delta: 


F7 16] = -= = F [ô], 


F{1] = F- !{[1] = V2rô. 


Al hacer uso de la notación basada sobre las igualdades (59.33) y (59.34), estas 
fórmulas pueden escribirse en la forma 


de donde 


+ 00 +œ 
=> | e7 PY dx = ô), | ¿eb? dx = 1. 
T 


Calculemos ahora la transformación de Fourier de la derivada de una función 
generalizada y la derivada de la transformación de Fourier. Previamente hemos de 
introducir el concepto de producto de una función generalizada f e S” por una fun- 
ción habitual infinitamente derivable y(x) que posee la propiedad de que para cual- 
quiera de sus derivadas YM) existen unas constantes $, > 0 y a, > 0, n =0, 
1, ... , tales que para todos los x se verifica la desigualdad 


YM)! < B,(1 + lxi), n=0,1,2, ... *) (59.36) 


Señalemos que todos los polinomios satisfacen esta condición. 

Si la función y es del tipo (59.36) y y € S, entonces yọ e S. Si la función f es lo- 
calmente sumable y satisface la condición (59.25), mientras que la función y satisfa- 
ce la condición (59.36) entonces yf satisface también la condición (59.25) y 

+0 
Uwe) = | FOR) ad = Vf, e). 

Supongamos que y satisface la condición (59.36) y f e S”. Definamos ahora la 

funcional sobre S, igual al producto Yf, mediante la fórmula 


Uf e) = UH, ve), pes. 


Es fácil comprobar que yf € S” **) es decir, yf es una funcional lineal continua de- 


*) En virtud de esta condición (para n = 0), y(x) puede considerarse como una función 
generalizada del espacio S” (véase (39.25)). 


+*+) Las complicaciones que aparecen al determinar el producto de las funciones generali- 
zadas se deben a que el producto de las funcionales lineales en el sentido habitual como un 
producto de funciones (es decir, como producto de los valores de factores en todo punto) no 
es una funcional lineal. 
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finida sobre el espacio S. 


Ejercicio 21. Supongamos que la función y = y(x) satisface la condición (59.36) y la fun- 
ción generalizada f e S”. Demuéstrese que yf e S’. 


Demostraremos en conclusión las fórmulas 
FM) = ("F f), (59.37) 
PFO = Fix], fes’. (59.38) 


Tenemos (véase él p. 56.8): 


(FLO), p) = YW, Fie) = (- D'C, Fie) = 
=(-1)" (+ Aute) = MEA, xe) = (MF, 6), pes. 


La fórmula (59.37) está demostrada. 
Demostremos (59.38) (véase el p. 56.10): 


(FA, 9) = (- DEU, e) = (- D'U, Ho") = 
= (14, ("Fe = ZOS FeD z G FR, e). o 


Ejemplo. Hallemos la transformación de Fourier de la función f(x) = x: 


Fx] = Ax: 1) = iF [1] = W2rô' 
Ejercicio 22. Hállese la transformación de Fourier de un polinomio. 


Al calcular una transformación de Fourier de las funciones generalizadas resulta 
a veces conveniente elegir una sucesión de funciones ordinarias que en el espacio S * 
tienden a una función (generalizada) dada, hallar la transformación de Fourier de 
los términos de dicha sucesión y después calcular la transformación de Fourier bus- 
cada de la función dada pasando al límite y aprovechando la continuidad de la 
transformación de Fourier. Así por ejemplo, para calcular la transformación de 
Fourier F[0] de la función de Heaviside 0(x), hallemos primero la transformación 
de Fourier de la función 0(x)e” * (t > 0). 


"+00 
a A È etnan -E i pe 
V2r vV2r(t + iy) lo 


1 i 
“Va 0 a P 


; ; 5 
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Probemos ahora que en S” 
lim 06(x)e”” = 0 (x) (59.40) 
t— +0 


En efecto, para toda función p € S y cualquier número A se tiene 
+00 


d- ot) d < 


10 (e), pe) — Oo), Pon) = 


< fa — e "™je(x)dx| + f (1 — e Ped) ax. (59.14) 
0 A 


Fijemos la función y € S y un número cualquiera £ > 0. Por ser la función ¢ abso- 
lutamente integrable, existe un número A > Otal que 
+0 
E 
A 
entonces 


+0 +0 E 
| | (1 -— e P)e(x)dx| S | Ip(x)! dx $ ; (59.42) 
A A 


Elijamos ahora fọ > 0 de modo tal que para 0 < £ < tọ sea válida la desigual- 
dad P 


mA EP 
(1-e7*S) | lp (x) x<5 
k 0 
y, por consiguiente, 
A A 
€ 
| ja = pto dx <- ea |ie dx <>. (59.43) 
0 
0 


Entonces, para 0 < £ < tọ de (59.41), (59.42) y (59.43) obtenemos 
E € 
10), p) — Oe, p) <>; +3 =E 


La fórmula (59.40) queda demostrada. 
Por ser la transformación de Fourier continua, tenemos 


lim FI9(x)e" 2] = F); (59.44) 
t— +0 


de aquí y de (59.39) tenemos l 
i 


l 
FUO y i 
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con la particularidad de que de (59.44) proviene que el límite en el segundo miembro 


(véase 


existe (en el espacio S ^), este límite se designa, corrientemente, por : 
el ejercicio 8). y > 
De este modo, 


¿0 


1 i 
Fow) = -—= —. 
v2r y— i0 ' 
Ejercicio 23. Hállese la transformación de Fourier de las funciones x*0 (x), k = 1, 
Dy insa 


COMPLEMENTO 


$ 60. ALGUNOS PROBLEMAS 
DE LOS CÁLCULOS APROXIMADOS 


60.1. APLICACIÓN DE LA FÓRMULA DE TAYLOR PARA 
EL CÁLCULO APROXIMADO DE LOS VALORES 
DE FUNCIONES E INTEGRALES 


Para calcular los valores de las funciones resulta cómodo servirse de la fórmula 


de Taylor o serie de Taylor. Aclaremos esto con los ejemplos. 


1. Cálculo del valor del seno. 
La fórmula de Taylor para la función sen x tiene por expresión 


n 2k — 1 


xX 
snx= Y E y A O E 
Pt (=D (2k — 1)! ne) 
donde 
= (2n + 1) 
ro = (— 1” ————— sen 6x,0<0<1 
n9 = ( APT 


(el término residual se ha tomado en la forma de Lagrange). Por esto 


xn +1 


0 60.1 
(2n + 1)! sd 


Irl < 


Supongamos que se pide hallar sen 20° con un error inferior a 1073. A 20° medidos 


en radianes corresponde la magnitud x , por lo cual elijamos el número n de modo 


tal que sea 
1 
Tiesa 60.2 
m3)! 10 só 


T 
entonces el valor del polinomio de Taylor de orden n en el punto x = — nos dará la 
aproximación buscada de sen 20°. En virtud de la desigualdad (60.1), para que se 
cumpla la condición (60.2), es suficiente que se verifique la desigualdad 


1 T 2n + 1 1 
A En 60.3 
m3) < 10 i 


